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Feuille 3. Revêtements et fonctions algébriques

Exercice 1. Soient M et N deux surfaces de Riemann connexes et compactes et soit f : M → N
une fonction holomorphe non constante.

1. Prenons q ∈ N et f−1(q) = {p1, . . . , pk}. Montrer qu’il existe des voisinages D,D1, . . . , Dk

de q, p1, . . . , pk et des biholomorphismes ψ : D → D et ψi : D → Di tels que ψ(0) = q,
ψi(0) = pi, f

−1(D) = D1 t · · · tDk et f(ψi(z)) = ψ(zni) pour tout z ∈ D (avec ni ≥ 1).

2. Dénotons par S ⊂ N l’ensemble des points de ramification et M̃ = M \ f−1(S). Montrer
que tout biholomorphisme T̃ : M̃ → M̃ tel que f |M̃ ◦ T̃ = f |M̃ peut s’étendre à un
biholomorphisme T : M →M tel que f ◦ T = f .

3. Soit T : M → M un biholomorphisme tel que f ◦ T = f et soit p ∈ M . Montrer que si
p ∈M est un point de branchement de f d’ordre n alors T (p) est un point de branchement
de f d’ordre n.

Exercice 2. Soient M et N deux surfaces de Riemann connexes et compactes, {p1, . . . , pm} ⊂M
et {q1, . . . , qn} ⊂ N . Montrer que tout biholomorphisme F : M \ {p1, . . . , pm} → N \ {q1, . . . , qn}
peut s’étendre à un biholomorphisme de M vers N .

Exercice 3. Soient Γ1,Γ2 ⊂ C deux sous-groupes isomorphes à Z2.

1. Montrer que pour toute application holomorphe f : C/Γ1 → C/Γ2 non constante telle que
f(0) = 0, il existe un unique α ∈ C∗ tel que αΓ1 ⊂ Γ2 et tel que π2(αz) = f(π1(z)) pour
tout z ∈ C où πi : C→ C/Γi est la projection canonique.

2. Soit H : [0, 1] × C/Γ1 → C/Γ2 une application continue telle que H(t, ·) : C/Γ1 → C/Γ2

est holomorphe pour tout t ∈ [0, 1]. Montrer qu’il existe γ : [0, 1] → C/Γ2 continue telle
que H(t, p) = H(0, p) + γ(t) pour tout (t, p) ∈ [0, 1]× C/Γ1. En déduire que la composante
connexe de l’identité dans le groupe des automorphismes d’une courbe elliptique ne contient
que des translations.

Exercice 4 (Quelques exemples).

1. Trouver les points de ramification de l’application f : CP 1 → CP 1

f(z) =
1

2

(
z +

1

z

)
.

Quels sont les biholomorphismes T : CP 1 → CP 1 tels que f ◦ T = f ?

2. Soit f : CP 1 → CP 1 définie par un polynôme non constante et soit T : CP 1 → CP 1 un
biholomorphisme tel que f ◦ T = f .

— Montrer que T est de la forme T (z) = αz+ β avec α, β ∈ C et α une racine de l’unité.

— Montrer que si α = 1 alors β = 0.

— Donner un exemple de f et T telles que β 6= 0.

— Donner un exemple de f de degré 3 telle que le seul T possible soit l’identité.

3. Soient Γ1,Γ2 ⊂ C deux sous-groupes isomorphes à Z2 tels que Γ1 ⊂ Γ2. Montrer que la
application canonique π : C/Γ1 → C/Γ2 est un revêtement non ramifié (holomorphe) et
trouver le groupe Aut(π) d’automorphismes T de C/Γ1 qui satisfont π ◦ T = π.



Courbes hyperelliptique sur C

Prenons et un polynôme monique P ∈ C[z] de racines distincts P (z) = (z − a1) . . . (z − ak)
avec k ≥ 1. Considérons l’ensemble

S = {(z, w) ∈ C2 : w2 = P (z)}.

Exercice 5. Montrer que S est une surface de Riemann connexe (structure héritée de C2).

On va étudier deux compactifications naturelles de S. D’abord, considérons C2 ↪−→ CP 2 où
(z, w) devient [z, w, 1] et prenons l’adhérence S̄ de S dans CP 2. De façon équivalente, on pourrait
considérer l’homogénéisation du polynôme w2 − P (z) et poser, si k ≥ 2,

S̄ = {[z, w, t] ∈ CP 2 : w2tk−2 = (z − a1t) . . . (z − akt)}.

Exercice 6. Montrer que S̄ est une surface de Riemann si et seulement si k ≤ 3. Quelle surface
obtient-on si k ≤ 2 ?

Deuxièmement, considérons P comme une fonction méromorphe sur CP 1 = C ∪ {∞} et
prenons la surface de Riemann associée à w2 − P ∈ M(CP 1)[w] qu’on appellera

√
P (z) et qui

vient avec une projection π :
√
P (z)→ CP 1.

Exercice 7. Construire une application holomorphe Φ : S →
√
P (z) telle que π(Φ(z, w)) = z

pour tout z ∈ C et montrer que c’est un biholomorphisme sur son image.

Exercice 8. Montrer que l’application Φ−1 : Φ(S)→ CP 2 s’étend à une application holomorphe
Φ−1 :

√
P (z)→ CP 2 d’image S̄.

Exercice 9. Calculer le genre de
√
P (z).

Une surface de Riemann obtenue comme
√
P (z) est appelée courbe hyperelliptique (parfois

on ne considère pas les cas k ≤ 4).

Théorème de Puiseux

Le but de l’exercice suivant est de décrire la clôture algébrique du corps C{{z}} des germes de
fonctions méromorphes en 0. Plus précisément, C{{z}} est formé des séries de Laurent (formelles)
de rayon de convergence positive. Pour chaque m ≥ 1 prenons C{{z1/m}} une copie de C{{z}} où
la nouvelle variable considérée est appelée z1/m. Pour m,n tels que m|n on a l’inclusion canonique
in,m : C{{z1/m}} → C{{z1/n}} donnée par

in,m

( ∞∑
`=k

a`(z
1/m)`

)
=

∞∑
`=k

a`(z
1/n)`n/m.

Ceci nous donne un diagramme commutative filtrant (système inductif) ((C{{z1/m}})m≥1, (in,m)m|n)
et on peut considérer sa colimite (limite inductive) Pui(z). On va démontrer que

Pui(z) est la clôture algébrique de C{{z}}.

Exercice 10. Soit F (z, w) = wn+a1(z)w
n−1+ · · ·+an(z) ∈ C{{z}}[w] un polynôme irréductible.

Montrer qu’il existe un élément ϕ ∈ C{{ζ}} tel que

F (ζn, ϕ(ζ)) = 0 ∈ C{{ζ}}.


