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Introduccién

Ya desde la antigiiedad se conocian ciertas piedras magicas (magnetita)
que podian atraer pequenas cantidades de hierro, y la capacidad del a&mbar
de atraer objetos livianos. Sin embargo, no fue sino hasta el siglo XIX que
se comprendio la relacién existente entre la electricidad y el magnetismo vy,
mas tarde, la éptica. Maxwell escribid sus ecuaciones utilizando cuaterniones
(usaba la parte real e imaginaria de ellos por separado). Heaviside, luego, se
encargd de traducir dichas ecuaciones al nuevo lenguaje: vectores. Mas ade-
lante, ya entendida la estructura de espaciotiempo de Minkowski de nuestro
universo, y, utilizando el lenguaje de formas diferenciales, se logré reducir el
numero de ecuaciones a dos. Al mismo tiempo, Hermann Weyl intent6 uni-
ficar la gravedad con el electromagnetismo y propuso que la estructura del
espaciotiempo no era una estructura pseudoriemanniana sino una estructura
conforme. Esta teoria no fue aceptada pero sus ideas aparecieron més tarde
al notar que el campo electromagnético tomaria la forma de una conexién
en mecdanica cuantica.

En el presente trabajo expondremos el desarrollo matematico del elec-
tromagnetismo, concentrandonos principalmente en las ideas y dejando de
lado algunas demostraciones cuando no son compatibles con este fin.

Empezaremos en el capitulo 1 explicando las leyes de Maxwell en nota-
cién vectorial. Intentaremos hacer plausibles dichas ecuaciones en base a la
intuicion y al experimento. Primero consideraremos el campo eléctrico cuya
definicién es facil de entender. Luego introduciremos el campo magnético
haciendo una analogia con el eléctrico y considerando un imén como un
par de particulas de cargas opuestas. Verificaremos que, al proponer las le-
yes del campo magnético, obtenemos un parecido entre el campo eléctrico y
magnético a nivel de dipolos. Mas adelante, al pensar en cémo influyen estos
campos en las particulas nos veremos obligados a hacer que el campo eléctri-
co se vea influenciado por el magnético y viceversa. Esto ocasionara que
dichos campos se comporten como ondas en ausencia de fuentes.

En el capitulo 2 introduciremos las ideas de la mecanica lagrangiana y
hamiltoniana. Esto sera necesario después para hablar de mecanica cuantica
y para describir la evolucién de campos electromagnéticos desde un punto
de vista mas facilmente generalizable. Daremos como ejemplo el lagrangiano
que nos ayuda a describir una particula en un campo electromagnético, el
cual serd necesario en el capitulo de mecanica cuantica.

Luego, en el capitulo 3, comentaremos un poco sobre la teoria de la
relatividad especial. Introduciremos la idea de espacio-tiempo de Minkowski
y este sera el contexto donde podremos colocar las ecuaciones de Maxwell



de una manera més unificada. Definiremos una particula clésica relativista
y su cantidad de movimiento. Necesitaremos tener dicha idea al intentar
hacer plausible la extensién que propone De Broglie sobre la dualidad onda
particula. De paso, comentaremos sobre el tiempo medido por una particula
(la llamada hipétesis del reloj) y la modificacién del lagrangiano de una
particula libre.

Ya preparados para definir la primera nocién de campo electromagnético,
en el capitulo 4 definiremos y utilizaremos el dual de Hodge en un espacio-
tiempo de Minkowski. Mencionaremos la ecuacién de onda y la ecuacién de
continuidad en dicho contexto. Por 1ltimo, modificaremos el lagrangiano de
una particula en un campo electromagnético.

Para volver las ecuaciones de Maxwell méas facilmente generalizables, en
el capitulo 5 notaremos que provienen de un principio variacional parecido a
lo visto en el segundo capitulo sobre la mecanica de Lagrange. En el camino
definiremos el operador codiferencial é.

En el capitulo 6 hablaremos sobre las primeras ideas en la formulacion
matematica de la mecénica cudntica. Estas ideas seran necesarias para moti-
var la vision del potencial electromagnético como una conexién en un fibrado
en lugar de simplemente una 1-forma.

Para poder describir mejor ello, en el capitulo 7 daremos una definicion
de grupo de Lie y comentaremos las ideas necesarias para nosotros, princi-
palmente introduciremos el dlgebra de Lie de un grupo de Lie y la aplicacion
exponencial.

En el capitulo 8 se empezard a establecer la idea de fibrado vectorial. La
idea de conexién se intentard hacer plausible y la definicién de fibrado prin-
cipal, natural. Luego, se definira la curvatura de una conexién y notaremos
que esta es la que representa al campo electromagnético.

Por dltimo, en el capitulo 9, volveremos a hablar de la ecuacién de
Schréodinger del capitulo de mecanica cudntica y la enunciaremos en el nue-
vo lenguaje. Répidamente, introduciremos la llamada ecuacién de Klein-
Gordon en este nuevo contexto y notaremos que ambas nos dan una fuente
natural para el campo electromagnético. Asi, el campo electromagnético es
una conexién en un fibrado principal, una particula es un seccién de un
fibrado vectorial asociado y ambos interactiian de manera natural.



Capitulo 1

El campo eléctrico y el
magnético

Como fue mencionando en la introduccién, comenzaremos revisando las
ecuaciones de Maxwell. Empezaremos con la idea principal: la de campo.

1.1. Campo eléctrico: electrostatica

Al estudiar la fuerza eléctrica y magnética, Faraday tuvo una idea muy
interesante: ;Qué tal si consideramos que las particulas producen algin ente
(que llamaremos campo) y es este ente el que actiia en las otras particulas?
De esta manera podriamos separar el estudio de la electricidad en dos par-
tes, por un lado las particulas producen campos y, por el otro, los campos
influyen en el movimiento de las particulas.

Segun la ley que el fisico francés Charles-Augustin de Coulomb publicé en
1785, muy parecida a la que Newton postulé sobre la gravedad para explicar
las orbitas elipticas que siguen los planetas, la fuerza que ejerce una particula
de carga () ubicada en el origen sobre una de carga ¢ ubicada en 7’ es

qQ 7

r2

k

donde 7 representa el vector unitario en la direcciéon de 7, r representa la
distancia del origen a 7, y k es una constante de proporcionalidad.

Si son varias particulas de cargas @); las que actidan sobre una particula
de carga g entonces, segin Newton, las fuerzas se suman



Z chf«; 7

donde el indice ¢ denota a la i-ésima particula, 7; denota el vector unitario
que parte de la i-ésima particula y apunta a la particula de carga ¢, y r;
denota a la distancia entre estas dos particulas.

Notamos que la f_gerza se puede escribir con un término independiente

de ¢, que llamamos E: R
F— Z sz’QTi
i %

r

Con este la fuerza anterior seria

F=gqE
Siguiendo la filosofia de Faraday, se pensard que una distribucion de cargas
(varias particulas cargadas) genera un campo eléctrico E y este campo actia
en una particula de carga ¢ ejerciéndole una fuerza igual a qﬁ.

Ya sabemos cudl es el campo que generan varias particulas. Si queremos
extender este resultado para otros tipos de distribuciones de cargas (e.g. una
distribucién continua), una manera natural serfa sustituir el simbolo ) por
otro andlogo (como una integral [, por ejemplo). En lugar de hacer eso,
tomaremos otra aproximacion.

De la misma manera que describimos mediante una ecuacién el mo-
vimiento de las particulas, queremos ecuaciones que determinen el campo
eléctrico a partir de las fuentes.

El campo eléctrico generado por [ particulas ubicadas en 75, i = 1,2, ...,1
con cargas qi,qa, ..., q seria un campo vectorial en U = R? — {7, 7, ..., 7]}
que, por ser suma de campos radiales, es un campo conservativo. Es decir,
en el primer nivel, es una forma exacta (ver apéndice A). Observemos el
segundo nivel. Notamos que el divergente es cero, sin embargo, no es el
rotacional de una funcién. Es mas, elegir una sucesién de cargas qi, qo, ..., q
es exactamente lo mismo que elegir un elemento de Hy(U). Entonces, las
ecuaciones buscadas serian

j{ﬁ.df:o fﬁ.dgz Qint
r S €0

donde T' es una curva cerrada, S es una superficie cerrada (i.e. compacta)
en U, Q;nt es la suma de las cargas que se encuentran en el interior de S'y
1/eg es la constante de proporcionalidad igual a 47k.




Si tenemos una distribucién continua de cargas dada por la densidad p,
es decir, p : R3 — R es una aplicacién continua tal que en una regién V del
espacio la carga @y encerrada en V es

QV:/VPdV

las condiciones anteriores se traducirian en
VxE=0 V-E=—

A la segunda de estas ecuaciones se la conoce como ley de Gauss. Para
que dichas ecuaciones determinen el campo eléctrico podemos imponer, por
ejemplo, que el campo eléctrico tiende a cero en el infinito. En este caso, la
densidad de carga lo determina completamente puesto que la diferencia E
de dos campos eléctricos con la misma fuente satisfaria

VxE=0 V-E=0

y, por lo tanto, (ver apéndice C)

0=V x (VXE) —V(V:E) - V2E
entonces

—

V2E =0

1.2. Dipolo eléctrico

Ahora ataquemos un problema que parece de una naturaleza completa-
mente diferente, el campo magnético. Para estudiarlo imaginamos dos ima-
nes: estos se atraen o se repelen dependiendo de su orientacién. Nos damos
cuenta de que, si partimos un iman en dos, siguen existiendo dos imanes
(con la misma orientacién). Al realizar ese proceso indefinidas veces po-
demos imaginar que un iman consta de «imanes infinitesimales» los cuales
podriamos modelar como particulas positivas y negativas una a lado de la
otra que generan lo que ahora llamariamos un campo magnético.

Calculemos el campo eléctrico generado por el siguiente sistema: Dos
particulas con cargas opuestas de tamano ¢ separadas una distancia d (ex-
tremadamente pequena). Si disminuimos la distancia d sin manipular la
carga ¢, en el limite obtendremos, naturalmente, un campo eléctrico 0 (pues



la carga neta al final seria cero). Esto quiere decir que, al disminuir la dis-
tancia d debemos aumentar la carga ¢. Asumimos, entonces, que la cantidad
qd se mantiene constante y construimos lo que llamaremos momento dipolar
eléctrico p, dicho vector apunta desde la particula de carga negativa a la de
carga positiva y tiene magnitud gd. El campo eléctrico producido se debe a
ambas particulas. Llamaremos E+ al producido por la de carga positiva y
E_al producido por la de carga negativa. El campo eléctrico total seria

E=E,+E_
Si el centro entre las dos particulas es el origen y el vector que parte de la
particula con carga negativa y termina en la que tiene carga positiva es aZ
tenemos que
d
2’ T2
donde @4 representa la posicién de la particula de carga positiva y d_ la de
la carga negativa. Si definimos la funcién

5+:

G:R—{0} ->R> G =

T\?‘ >

podemos notar que

l

—

d[G(F—ay) — G(F—a_)]

( ) ol

Si tomamos el limite cuando d tiende a cero pero manteniendo qd constante

obtenemos
~ - td\ = td
lim E = klim 2 [G (f’— ) -G <F+ )]
t—0 t 2 2

lim E = —ka—G
op
Esto lo hemos desarrollado puesto que algo similar deberiamos obtener en
el caso del magnetismo: un «momento dipolar magnético» deberia generar
un campo magnético andlogo.
Hemos obtenido el campo eléctrico que produce un dipolo eléctrico. Otra
pregunta serfa: jcémo afecta un campo eléctrico E en un dipolo eléctrico?




Procedamos como antes. Si el dipolo se encuentra en 7, entonces, la
particula de carga positiva se encuentra en 7 -+ % y la de carga negativa en

7 — %. La fuerza total (suma de fuerzas) en el dipolo seria

- d —» d
fuerza en dipolo = qF | 7+ 5~ qF | 7 — 5

de nuevo, tenemos que hacer d tender a cero pero mantener qd constante
con lo que

fuerza en dipolo = —

op

Asi, tenemos el modelo para la forma del campo magnético producido por
un imén infinitesimal ubicado en el origen y, ademds, la posible fuerza que
actia en uno de ellos. Sin embargo, ain no sabemos qué produce a dicho
campo magnético... cargas magnéticas seria una opcién natural pero por
alguna extrana razon solo las estariamos encontrando en pares.

1.3. Campo magnético: magnetostatica

El fisico danés Hans Christian Orsted, en 1820, noté que una corriente
(carga en movimiento) afectaba la direccién en la que apuntaban las agujas
de las brijulas: Haciendo pasar corriente por un alambre recto largo podemos
concluir que produce un campo magnético que circula alrededor del alambre
(en sentido horario si vemos en la direccién a la que se ‘dirige’ la corriente)
(ver figura 1.1). En la imagen anterior la flecha larga representa un alambre
y las lineas punteadas el campo magnético.

Esto nos indica una nueva opcién de qué produciria el campo magnéti-
co. Un iméan infinitesimal podria ser un alambre infinitesimal. El modelo
més sencillo serfa un alambre circular infinitesimal (en un alambre recto se
acumularia la carga) y una corriente que lo recorre. Los dos polos de este
iman se corresponderian con las dos caras del circulo puesto que un iman
infinitesimal tendria simetria cilindrica considerando un eje que va de un
polo al otro (ver figura 1.2).

Ahora, consideremos uno de esos alambres rectos infinitos y preguntémo-
nos por cémo sera exactamente su campo magnético y de qué dependera. En
los casos referentes al campo eléctrico teniamos que lo habiamos caracteri-
zado por dos integrales: una integral de linea y una de superficie. En ambos
casos nos ddbamos cuenta de que la integral era invariante por homotopia,
es decir, el campo era cerrado fuera de la carga puntual. Esperamos que
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Figura 1.1: La flecha larga representa un alambre y las lineas punteadas el
campo magnético

'_
‘_

Figura 1.2: A la izquierda: Dipolo eléctrico. A la derecha: Dipolo magnético
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esto también ocurra en el campo magnético. Para un alambre determinado,
obtendriamos

j{ B - d7 = constante
N

. De qué depende dicha constante? Lo que podemos imaginar que ocurre en
el alambre es que tenemos particulas de carga g arregladas en una linea (el
alambre) donde la distancia de particulas consecutivas es d y la velocidad de
cada una de ellas es v (ver figura 1.3). Serian los uinicos datos que determinan
la configuracion. Esa constante debe ser una combinacién de ellos.

Duplicar la carga es como colocar dos alambres infinitos uno al costado
del otro. Esperariamos, entonces, guidndonos del principio de superposicion
que usamos para el campo eléctrico, que se sumen los campos. Esto es, el
campo se duplica también. Lo mismo si multiplicamos la carga por cualquier
entero positivo. Esto nos dice, usando continuidad, que seria plausible que la
constante sea lineal en la carga (si es positiva). Lo mismo ocurriria si usamos
solo cargas negativas. Y, si consideramos el opuesto de la carga, obtenemos
el opuesto del campo (pues la fuente neta, al juntar carga positiva con su
opuesta a la misma velocidad, seria carga cero en movimiento). Entonces,
asumimos que es lineal en la carga.

Si tomamos la mitad de la distancia podemos pensar que, otra vez, es lo
mismo que tener dos alambres, uno ligeramente desplazado del otro. Enton-
ces, usando un argumento andlogo tenemos linealidad en 1/d.

Por ltimo, ;jqué sucede con la velocidad? Seria més dificil comparar una
velocidad con el doble de ella. Lo tinico que sabemos es que si la velocidad
es 0 el campo magnético es 0. Lo mas sencillo seria considerar linealidad en

'o.‘\‘7 o W

@ @)
d\‘ q % q
@ @

Figura 1.3: A la izquierda: Alambre infinito. A la derecha: Alambre infinito
con d duplicado
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v. Con ello tendriamos que la constante es proporcional a

qv
d

Notamos que existe una interpretacion interesante para dicha cantidad.
Si fijamos un punto en el alambre, quv/d serfa la carga que pasa por dicho
punto por unidad de tiempo. A esa cantidad la llamamos corriente y la
denotamos por I. Notemos que seria lo mismo considerar carga positiva en
una direccidon que carga negativa en la otra.

Entonces, postularemos que, a lo largo de toda curva I' que encierra la
corriente una vez

r

donde g seria una constante de proporcionalidad (positiva segin el ex-
perimento con la brijula), I seria la corriente que encierra I' cuya direccién
estaria dada por la orientacion de I' utilizando la regla de la mano derecha.
De esta ley obtenemos que el campo magnético debido a un alambre deberia
tener magnitud

18] = Lo
con r la distancia del punto al alambre.

También deberiamos pensar en las propiedades del campo magnético al
segundo nivel. Vimos anteriormente que un iman se deberia comportar como

un monton de pares de cargas una opuesta a la otra. Con esta idea es natural

postular que
7{ B-dS=0
S

Ahora, para hablar de distribuciones continuas de carga definimos la
densidad de corriente J como la corriente por unidad de area pues, en ge-
neral, la distribucién de carga no atraviesa un punto sino una superficie. De
esta manera, la corriente I que atraviesa una superficie S seria

f:j{f.ds*
S

con lo que las leyes enunciadas para el campo magnético tomarian la
forma
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Aceptar la primera de las dos ecuaciones tiene como consecuencia que
la corriente a través de cualquier superficie cerrada es cero, esto es, la carga
debe permanecer constante en todas partes. Esto indica que nuestras ecua-
ciones necesitan ser generalizadas para tomar en cuenta los casos en los que
las cantidades varian en el tiempo.

1.4. Dipolo magnético

Ahora, recordemos que teniamos un modelo para el campo magnético
producido por un dipolo magnético. Veamos qué predice nuestras ecuacio-
nes. En el caso del dipolo eléctrico ya tenfamos una férmula para el campo
generado por una particula. En este caso lo que tenemos solo es el campo
producido por un alambre infinito. No seria sencillo construir uno finito par-
tiendo de uno infinito. Empecemos, entonces, con las ecuaciones y asumiendo
una distribucién continua J de densidad de corriente. La ecuacién

V-B=0

nos dice que
B=VxA
para algin campo vectorial A. Falta usar la otra ecuacién.
V x (V X /Y) = ,u()j
Recordemos que

Vx(VxA) V(V-A’)—V%I

Seria mas sencillo si podriamos hacer que V - A = 0. En ese caso
tendriamos un modelo para la solucién (cada componente satisfaria la ley
de Gauss con fuentes, esencialmente, las componentes de la densidad de
corriente). Veamos si la solucién del caso del potencial eléctrico funciona

&m:w/ﬂw>w,

o Jos = 7]

Cumple que V24 = —,uof pero falta ver si V - A=0.

(=1
v.j(,r)_/‘o/ V'HJ(T)dV’
R3

4 =7
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Notamos que
1 y 1

F=7T " 7=
si, ademas, usamos que V - J = 0 obtenemos

[ =]l [ ="l

y si la corriente decrece lo suficientemente répido (en nuestro caso no hay
ningin problema pues la corriente es de soporte compacto)

V-A=0

Consideremos ahora una densidad de corriente con simetria cilindrica. Que-
remos que sea el modelo de un alambre circular por lo que asumimos que
es diferente de cero solo cerca de dicho alambre. Si llamamos I a la co-
rriente que pasa por una cara y hacemos que el tamano de la cara decrezca

obtenemos ~
e Fo ¢ dr’
A(r) = —
=5

Como lo que queremos es que el tamafio de la circunferencia tienda a cero
y vemos una integral a lo largo de una curva, se nos ocurre que

1 di’
AW = AL S

donde A es el area del circulo encerrado por la circunferencia. Si mantenemos
I A constante y hacemos tender el drea a cero tenemos

> Mo ;. T
) = oA x 4

donde 4 es el vector unitario normal al circulo con borde la circunferencia.
Al vector I A4 lo denotamos por M y es llamado momento magnético.

Solo falta hallar el campo magnético y compararlo con el campo eléctrico
producido por un dipolo.

VxA=20vx(nixL)=En(v. L —@(]\ZI-V)
47 r2 4

Entonces, recordando que habiamos definido

72

2

G = -

15



tenemos que

que tiene exactamente la misma forma que el campo eléctrico generado por
un dipolo de momento dipolar p’ que era

4dmeg Op

E =

Hasta ahora tenemos leyes que generan campo eléctrico y campo magnético.
Sabemos como actua el campo eléctrico en alguna particula cargada. Lo que
no sabemos es cémo actiia el campo magnético.

1.5. Influencia de un campo magnético

Consideremos una particula de carga ¢ moviéndose a una velocidad .
La segunda ley de Newton parece imponer la restriccion de que la fuerza
puede depender a lo mas de la velocidad de la particula. Si nos guiamos
de la idea del dipolo magnético la fuerza deberia crecer si la carga o la
velocidad o el campo magnético crecen. Postulemos, entonces, que la fuerza
es lineal en aquellas variables. Necesitamos una aplicacion bilineal de ¢ y
B que describa la fuerza (la parte de la carga solo serfa multiplicar por
q. La forma la podemos obtener del experimento con los cables descrito
anteriormente. Ocurre que si ponemos dos cables paralelos ambos se atraen
o se repelen si la corriente se dirige en la misma direccién o en la contraria
respectivamente. Entonces, la fuerza resulta perpendicular a la velocidad y
al campo magnético. Esto quiere decir que

F x qU X B
Como ain tenemos libertad para elegir las unidades del campo magnéti-
co, exigimos que la constante de proporcionalidad sea 1, y en este caso

F=qix B
Revisemos cudl seria la fuerza producida en un dipolo magnético. Una
forma serfa imaginar el dipolo un «continuo» de cargas infinitesimales y
hallar la fuerza correspondiente. Otra manera, y la que escogimos aqui, es
imaginar una sola particula cargada que describe una trayectoria circular.

Digamos que a4 : [0,7] — R3 representa a la particula cuando da un giro
completo si el area que encierra la circunferencia es A. La fuerza que ejerce

16



el campo magnético en la particula en el tiempo t es ga(t) x B(a(t)). En
promedio, la fuerza que experimenta la particula en un periodo es

T
;,/0 g6(t) x Bla(t))dt

La componente i-ésima de dicho vector es

<ei, % /OT 4o (t) x é(a(t))dt> _ ;/OTq<ei,o'¢(t) < Bla(t) ) di

0, lo que es lo mismo,

% /OT 0 (a(t). Bla(t)) x e;) di

es decir, la integral de linea de B x e; a lo largo de ae. Como necesitamos hacer
decrecer el tamano de la circunferencia manteniendo el momento dipolar
magnético constante multipliquemos y dividamos entre el area A .

% [jl /OT <d(t)’§(a(t)) X e¢> dt]

y luego tomemos el limite cuando A tiende a cero. La cantidad Aq/T
seria el tamano del momento dipolar magnético y el limite de la cantidad
entre corchetes es conocido

lim B /OT (a(t), Bla(t)) x e:) dt] =V x (Bxe) n= 85 "

A—0

donde hemos utilizado que V - B=0.En resumen,

—

fuerza en dipolo magnético = V(B - M)

Como una de las ecuaciones que teniamos es V x E = 0, entonces, la

derivada de FE es simétrica y, por lo tanto, % -n = g’g -e;. Con esto, la fuerza
1

entre dos dipolos magnéticos toma la misma forma que la fuerza entre dos

dipolos eléctricos.
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1.6. Ecuaciones de Maxwell

Regresemos a las ecuaciones de Maxwell. Notamos que las tltimas leyes
escritas nos sugieren que existe un sistema de referencia principal en el cual
medir las velocidades. Por ejemplo, si tenemos un alambre circular que se
acerca a un iman en reposo, por la fuerza magnética deberiamos obtener
una corriente. Si, por el otro lado, pensamos que el alambre circular esta en
reposo y el imén es el que se mueve, no obtendriamos ninguna corriente.
Esto sugiere que, para intentar mantener la simetria, un imén en movimiento
deberia generar un campo (que deberia ser eléctrico pues el alambre estd en
reposo). Esto se conoce como ley de Faraday y fue observada por él en 1831:

. d [ =~ -~
E-dI'=—— ¢ B-dS
oS dt Js
El signo viene de la direccion del campo eléctrico generado. Otra manera

de escribir lo anterior seria

. 9B
E=-=2
V x 5

Finalmente, falta generalizar las leyes para que la carga no permanezca
constante. Notamos que la relacién entre la carga contenida en el interior de
una superficie y la corriente que sale de esta es la siguiente

d@Q
X 4T =
at + 0

Usando la primera ley mencionada, esto implicaria que
o [ - -~
— @ E-dS+1=0
€0 B ji +
Esto nos indica que la ley de Ampere deberia quedar modificada como
L o [~ .~
B-dr:uoeo— E-dS-l-,lLoI
r ot Js

En forma diferencial

—

= - OF
VXxB= NOJ‘FMOEOE
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Con todo esto obtenemos las llamadas ecuaciones de Maxwell

v.F =L
€0
V-B =
B aé
VX E= v

= > ok
V x B = poJ + poco—-
ot
y estos campos actian en una particula de carga ¢ y velocidad ¥ ejer-
ciéndole una fuerza

F=q(E+7xB)
Una de las consecuencias (la que nos ayud6 a generalizar la ley de Am-
pere) es la relacién entre la densidad de carga y densidad de corriente. La

obtenemos de tomar el divergente en la 1iltima ecuaciéon y reemplazar la
primera

dp
ot
Esta es conocida como ecuacién de continuidad.

Otra consecuencia de estas ecuaciones la podemos obtener al tomar el
rotacional en la tltima ecuacién (y usar la tercera). En ausencia de corriente

V-J+ =0

obtenemos
= 8B
V2B = jpeg——o-
Ho€o 912
que es la ecuaciéon de onda con velocidad
1
CcC =
Ho€o

Si, ademas, consideramos que la densidad de carga es cero entonces, al
tomar el rotacional en la tercera ecuacién (y hacer los respectivos reempla-
zamientos) obtenemos

o2 FE
V7E = noeo 92

Esto quiere decir que, en ausencia de fuentes, el campo eléctrico y el

campo magnético se comportan como ondas. Experimentalmente, podemos
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llegar a que su velocidad es igual a la velocidad de la luz. De esto se interpreta
a la luz como ondas de campos eléctricos y magnéticos.
Por ejemplo, consideremos un campo eléctrico y magnético sinusoidal

—

E(t,7) = Egcos(wt — k - 1)
B(t,7) = By cos(wt — k - 1)

donde k indica la direccién de movimiento de la onda y su mddulo tiene
informacién de la longitud de onda A (||k|| = 27/A) mientras que w tiene
informacién de la frecuencia temporal (w = 27v). De la ecuacién de onda
obtenemos la relacion ¢2||k||2 = w?.

En este caso las ecuaciones de Maxwell se traducen en las siguientes

relaciones

Finalizando este capitulo, presentamos una imagen de este tipo de solucion
(ver figura 1.4).

20



Las flechas rojas representan el campo eléctrico y las verdes el

Figura 1.4

magnético. La onda se mueve hacia la izquierda.
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Capitulo 2

Lagrangiano y Hamiltoniano

En el capitulo anterior revisamos ecuaciones que describen la evolucion
de un sistema: Las ecuaciones de Maxwell describen la evolucién de los
campos eléctrico y magnético y, ademads, la segunda ley de Newton con
la fuerza igual a q(E + U x é) describe la evolucién de una particula. A
continuacién revisaremos las principales formas de estudiar la evolucién de
un sistema.

Recordemos que, si consideramos un campo vectorial F:R3xR — R3
como un campo de fuerzas, podemos enunciar la segunda ley de Newton
para una particula de masa m como la ecuacion diferencial

>
mLT
dr?

(t) = F(7,t)
Asumamos que existe U : R? x R — R tal que
F(7,t) = =V U(F 1)
donde el simbolo Vi denota que el gradiente se toma solo con respecto a la
posicién.
Notemos que, si consideramos «, una solucién a la ecuacion diferencial
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anterior (segunda ley de Newton), obtenemos

%U(a(t),t) - gtU BV U(F 1)
= —7- F(7,t)
4
=7 mi

d I 5 0
dt(U—l—mv)-U

(t)

SR

donde 7= a(t) y ¥ =

2.1. Aproximacion lagrangiana

Ahora intentemos otra aproximacion al problema de determinar el mo-
vimiento de una particula. Sea L : R3 x R? — R una aplicacién C'. Vamos
a considerar la primera coordenada como posicién y la segunda como velo-
cidad. Segun la segunda ley de Newton conocer estas dos cantidades en un
determinado tiempo deberia ser suficiente para conocer todo el movimiento.
Fijaremos dos puntos 7,7 € R y dos tiempos t1,t2 € R y nos pregunta-
mos ;cual serd la trayectoria « : [t1,f3] — R? de la particula que parta de
71 en el tiempo t1 y llegue a 7 en el tiempo to? Postulamos que serd tal que
minimice la cantidad

1)

a(a) = / L(a(t), a(t), £)dt
t1

donde el punto encima de « indica derivada con respecto a t.

En esta formulacién de la mecédnica clasica lo que se buscaria es una
aplicacién L, llamada lagrangiano, que describa el sistema, en lugar de un
campo de fuerzas como antes. Para asegurarnos de que esta aproximacion
tiene sentido veamos qué seria L en el caso de una fuerza como la mencionada
antes.

Sea a € C! ([tl, ta], R3) una curva en la cual ¢ es minimo. Perturbemos
o en la direccién de una curva 6 € C* ([ty,t2], R?) tal que 6(t1) = d(t2) =0,
y veamos qué ocurre

A(s) = a(a+ sd) = ala) = / ’ L(a(t) + s6(t), éu(t) + sd(t), t)dt

t1
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Figura 2.1: Se busca el camino que minimiza la cantidad a.

como A es minimo en s = 0, se debe cumplir que
d
ds
entonces, calculemos dicha cantidad

A(0) =0

0= d%A(O) _ (" ;SL(a(t) T 58(1), a(t) + s8(t), t)dt
_ / * VL) (1) S(0)dt + / VL) (1) - (et
- /t VL) () S(t)dt ;2 % (VL) () - 6(t)dt

_ /: [(VFL) (1) — % (VsL) (t)] S(t)dt

donde se ha usado integracién por partes junto con el hecho de que
d(t1) = d(t2) = 0.
Como esto se debe cumplir independientemente de J, tenemos que

d

(VrL) () = o (VaL) (1)
Y al comparar esto con la segunda ley de Newton obtenemos que
VzL = =VzU
V,UL =mu
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Entonces, obtenemos la segunda ley si hacemos

1
inmvg—U

El resultado es la energia cinética menos la potencial.

2.2. Aproximaciéon hamiltoniana

Busquemos otra formulacién en la que aparezca la energia cinética méas
la potencial, que es lo que esperariamos naturalmente.
Llamemos H a la energia
1

H:§mv2+U

Sabemos que

d

Si queremos que la masa m solo aparezca en la aplicacién H y no sea
una constante agregada podemos pensar en p = mv y tenemos

d
= -V.H
al’ =V

y, la tasa de cambio de 7 en el tiempo podriamos escribirla como (si no
queremos introducir la constante m de nuevo)

d_
&7‘ = VﬁH

Entonces, pensamos H como funcién de 7y p (y del tiempo)

2
H=—+U("1t)
2m
Esta es otra formulacién de la mecédnica cldsica que se conoce como

mecanica hamiltoniana (la aplicacién H se conoce como el hamiltoniano).

2.3. Formulacién hamiltoniana vs. lagrangiana

Tenemos una relacién entre la mecénica de Newton y la Lagrangiana,
también entre la de Newton y la Hamiltoniana, pero no tenemos una manera
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de pasar directamente de la Lagrangiana a la Hamiltoniana. Intentemos una
manera

Imaginemos que ya conocemos el lagrangiano L y queremos obtener un
hamiltoniano H que describa exactamente lo mismo. Lo que no podemos
usar ahora es la masa pues solo contamos con el lagrangiano y las ecuaciones
que satisface la solucién. Necesitamos definir la cantidad de movimiento
partiendo tan solo de L. Un candidato claro seria

§=ViL

Ahora, para conseguir el Hamiltoniano necesitariamos que ¥ sea funcién
de p que es lo que vamos a asumir (esto se consigue si, por ejemplo, L es
convexo o céncavo en ¥). De manera directa, lo que tendriamos que hacer es

H=mv’>-L

pero, si queremos usar lo que tenemos podriamos separarlo en dos

H=mit i—L=p 0—1L

Notamos que esta definicién solamente depende del Lagrangiano (y de la
capacidad de escribir la velocidad en funcién del momento). Ahora veamos
en qué se traduce el principio variacional. Sea « una curva que lo satisface,
entonces

dH = djj- 7+
L
4§ di — VL - dif — VgL - dv — OL

:d"."
pv ot

Ahora, usaremos la definicién de p y el hecho de que estamos en una

curva que satisface el principio variacional

L
dH + %tdt = dp- T+ p-di — VeL - dF — - dv
= dp- 7 — VL - dF

d
=dp-v— —VsL-dr
DU dtvv T
_d, d_
—dp-ar—%p dr
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Todo resulté como queriamos

d

d
= _V-H
7P Vi

Por 1ltimo, desarrollemos el ejemplo mas importante para nosotros

Ejemplo (Electromagnetismo). Consideremos un campo eléctrico E Y UNo
magnético B. Notemos que de las ecuaciones

es plausible esperar que existan A y ¢ tales que

. o -
EF=——A

ot + Vo
B=VxA

Recordemos que para una particula de carga q en dichos campos eléctrico
Yy magnético

imﬁ:q(ﬁ—i—ﬁ'xB)
dt

Veamos si dicha ecuacion puede resultar de un principio variacional, es
decir, busquemos un lagrangiano. Lo primero que deberiamos hacer es con-
siderar los potenciales A y ¢ pues los términos que aparecen en la ecuacion
deberia ser derivadas.

d . - 0 -
Cﬁmv—V(qqﬁ)—l—q(UxVxA—atA)

Necesitamos, entonces, escribir ¥ X V X A de otra forma
TxVx A=Vt A) - (7-Vp)A
y la derivada parcial de A en el tiempo también

d- - 0.
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Con esto, podemos escribir la ecuacion de movimiento como

d o o R
a(varqA) = Vi (q¢+qv- A)

Esto indica que podemos elegir el lagrangiano

1
L:§m212+q17-A+q¢>

Ahora, para consequir el hamiltoniano necesitamos

P=mi+qA

con lo que el hamiltoniano es

H=§7—1L
- 1 N
= (mv+ qA) - 7= (Gmv® + qU- A+ g¢)
1
= gm® — g6
1.
:§(p—qA)2—qczﬁ
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Capitulo 3

Relatividad especial

Ahora regresamos a una de las simetrias consideradas anteriormente.
Las leyes de Maxwell no deberian depender de un sistema de referencia
particular. Una de las motivaciones para ello es la ley de Faraday con la que
la produccién de un campo eléctrico parece querer «contrarrestar» el cambio
de sistema.

Un problema es que ambos campos, en ausencia de fuentes, se comportan
como ondas que se propagan a la velocidad de la luz c. Si queremos que las
leyes no dependan de un sistema de referencia en particular, la velocidad
de la luz deberia ser la misma para cada uno de los sistemas de referencia
considerados. Si consideramos un haz de luz que viaja del punto (z;,y;, 2;)
en el tiempo ¢; al punto (xy,yys, 2y) en el tiempo ¢y, entonces se cumple

Vg —x)?+ (yr —v0)® + (25 — 21)?
tr—t;

=C

Lo que exigimos es que, si cambiamos de sistema de referencia a uno
donde las coordenadas anteriores sean (Z;, 7;, Z;) en el tiempo t; y (Z¢, U¢, Zf)
en el tiempo ¢, también se cumpla

V(@ =22+ G5 — 0:)2 + G — )2
tr—1,

= C

Para simplificar elegimos unidades tal que ¢ = 1. Un posible cambio de
sistema de referencia serfa una biyeccién de R* en si mismo que satisfaga
lo mencionado. Los casos més sencillos serian traslaciones y reescalamien-
tos positivos. Obviando estos, Erik Christopher Zeeman (ver apéndice E)
demostré que lo que tenemos esencialmente es aplicaciones lineales que pre-
servan la forma cuadratica
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Q:R*>R

t,r,y, 2 S22
(t,z,y y

Para facilitarnos el trabajar con esta forma cuadratica consideramos

() RTxRY 5 R

((t1, 71,1, 21), (t2, 72, Y2, 22)) = tita — 2122 — Y1y2 — 2122

que es la tnica forma bilineal simétrica tal que Q(v) = (v, v). Notemos que
una aplicacién lineal preserva tal forma bilineal si y solo si preserva la forma
cuadratica. Esto se sigue de que

Qu+v) — Qu) — Q(v)
2

Con el teorema de Zeeman en mente pensaremos en los cambios de sistema
de referencia como cambios de coordenadas ortonormales. Entonces, consi-
deramos que tenemos un espacio vectorial V' de dimensién 4 al que hemos
dotado de una forma bilineal tal que existe alguna base en la que esta se ve
como la forma definida antes. Para establecer mejor esta afirmacién consi-
deremos unas definiciones.

(u’ U> =

3.1. Espacio-tiempo de Minkowski

Definicion 3.1. Sea V un espacio vectorial real y sea B una forma bilineal
simétrica en V. Se dice que dicha forma bilineal es no degenerada si para
todo x € V se cumple que

Vv eV :B(x,v)=0=2=0
Notar que, para una forma bilineal B, la condicién de no degeneracién
es exactamente la condicién de que la aplicacién
B:V = V*
x +— B(x,")

es inyectiva.
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Proposicion 3.1. Sea V' un espacio vectorial real de dimension finita y B
una forma bilineal simétrica no degenerada en V. Eziste una base {e;} tal
que

|B(ei, e5)| = dij

donde 0;; =0 sii# j y 0;5 =1 si i = 5. Tales bases serdn llamadas bases
ortonormales.

Demostracion. Si V' tiene dimension uno, el resultado se sigue de que la
forma es no nula. Asumimos que podemos encontrar una base ortogonal
si la dimensién del espacio es k, queremos verificar que se puede hacer
si la dimensién es k + 1. Como la forma es simétrica y no cero (pues es
no degenerada), existe u € V tal que B(u,u) # 0. Podemos asumir que
|B(u,u)| = 1, con lo que harfamos e; = u. Consideramos el espacio orto-
gonal e = {v € V/ B(v,e1) = 0} que tiene dimensién k y no contiene a
e1 (y por lo tanto, la forma B restricta a él sigue siendo no degenerada).
Tomamos una base ortonormal en ese espacio y la completamos con e; con
lo que tenemos una base ortonormal de todo el espacio. O

En la prueba anterior dijimos que el espacio ortogonal tiene dimension
k. Lo que ocurre es que si tomamos un subespacio W de V' y definimos

Wanig = {w € W*/ Vo e W : w(z) = 0}
entonces es facil ver que (por el teorema fundamental de homomorfismos)

Wanig = (V/W)*

Entonces, la dimensién de Wypiq es complementaria a la de W (si V es de
dimension finita). Por dltimo podemos observar que

B(WJ_) = Waniq
donde estamos considerando que
Wt ={veW/VzeW:B(v,z) =0}

Proposicion 3.2. Sea V' un espacio vectorial real de dimension finita y B
una forma bilineal simétrica no degenerada en V. Dadas dos bases ortonor-
males {e;} y {fi} se cumple que

#{i/Blei,e;) = 1} = #{i/B(fi, fi) = 1}
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es decir, la cantidad de elementos ‘positivos’ (y, por lo tanto, la de ‘negati-
vos’) en una base ortonormal no depende de la base

Demostracion. Sean {e;} y {fi} dos bases ortonormales, definimos
P. = espacio vectorial generado por los elementos positivos de {e;}
N, = espacio vectorial generado por los elementos negativos de {e;}
Py = espacio vectorial generado por los elementos positivos de {f;}
Ny = espacio vectorial generado por los elementos negativos de { f;}

Notamos que
V:Pe@Ne :Pf@Nf

y lo que afirma la proposicion es dimP, = dimP;. De no ser este el caso, por
ejemplo,
dimP, > dimPy

lo que implica que
dimNy + dim P, > dimN; + dimPy = dimV’
pero Ny U P, = {0}, por lo que esto no serfa posible. O

A la cantidad de elementos positivos de una base ortonormal la llama-
remos indice de la forma bilineal.

Definicion 3.2. Decimos que un espacio vectorial V junto con una forma
bilineal B es un espacio-tiempo de Minkowski si B es una forma simétrica
no degenerada de indice uno.

Podemos imaginar a un espacio-tiempo de Minkowski como nuestro uni-
verso. Tomar una base ortonormal corresponderia a elegir un sistema de
referencia inercial. De esta manera cambiar de sistema de referencia seria
un cambio de base ortonormal.

3.2. Clasificacion de vectores

En un espacio-tiempo de Minkowski podemos encontrar tres tipos de
vectores diferentes
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Figura 3.1: El interior del cono esta hecho de vectores temporales, el borde
de vectores de luz y el exterior de vectores espaciales. Mostramos una separa-
cién de un espacio-tiempo de Minkowski (de dimensién 3) en un subespacio
espacial y uno temporal.
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Definicion 3.3. Sea V' un espacio-tiempo de Minkowski. Sea v € V'
Si B(v,v) > 0 diremos que el vector v es temporal
Si B(v,v) < 0 diremos que v es espacial
Si B(v,v) = 0 diremos que v es un vector de luz

Por simplicidad, si tenemos un vector v y consideramos una base orto-
normal, a las coordenadas de dicho vector las denotaremos por (vg, v1, v2, v3)
siendo la primera coordenada el tiempo (la asociada al vector positivo de la
base)

Proposiciéon 3.3. Sea V un espacio-tiempo de Minkowski. Sean a,b € V.
Si a — b es temporal, existe un sistema de referencia en el que a y b se
encuentran en el mismo punto del espacio, es decir, a; = b; parai=1,2,3.
Sia — b es espacial, existe un sistema de referencia en el que a y b son
simultdneos, es decir, ag = by.

Demostracion. Si a — b es temporal consideramos un sistema de referencia
con eg proporcional a a —b. Si a — b es espacial consideramos un sistema de
rerferencia con ey proporcional a a — b. O

Notar que, para a y b separados temporalmente no existe un sistema
en el que sean simultaneos, esto es, estdn verdaderamente separados en el
tiempo. Si a y b se encuentran separados espacialmente no existe un sistema
en el que estén ubicados en el mismo punto del espacio, es decir, estan
verdaderamente separados espacialmente.

Si a—b es temporal, para que una particula conecte a con b deberd viajar
a una velocidad menor que la de la luz. Si es espacial, no seria posible que
una particula real los conecte pues en algtin sistema a y b serfan simultaneos.
Esto sugiere que ninguna particula puede viajar a una velocidad mayor que
la de la luz.

Una cuestion también importante es la nocién de orientacién temporal
con la que contamos todos. Para ello denotamos por 7' al conjunto de todos
los vectores temporales y notamos la siguiente

Proposicion 3.4. T tiene dos componentes conexas. Es mds, u y v estdn
en la misma componente conexa si y solo si (u,v) >0

Demostracion. Por ser T abierto tenemos que las componentes conexas son
las componentes conexas por caminos. Notemos que si (u,v) > 0 entonces
Vs,t €]0,1] con s+t =1

(su + tv, su+ tv) = (su, su) + 2 (su, tv) + (tv,tv) >0
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esto es, se pueden conectar por un segmento. Por otro lado, si
(u,v) <0
entonces, de existir un camino continuo « en T tal que
a0)=u, «al)=wv
tenemos que la aplicacién continua
t— (u, a(t))

es positiva en t = 0 y no positiva en ¢ = 1 por lo que existe un instante en el
que es cero lo que seria imposible pues dos vectores temporales no pueden
ser ortogonales (de lo contrario podriamos obtener una base con mas de un
elemento positivo). O

Con el hecho de que T tenga dos componentes conexas podemos definir
el futuro como una de ellas a la que denotaremos por 7. En este caso
diremos que nuestro espacio-tiempo estéd orientado temporalmente.

3.3. Particula (clasica relativista)

Definicién 3.4. Sea o : [si, s¢] = V una aplicacion C™. Se dice que o es
una particula si para todo s € [s;, sf]

d
ga(s) eTt

Una pregunta justa es jcémo mide el tiempo una particula? Si una
particula « es una recta temporal, es decir,

a(s) =ts

para algin vector ¢t temporal unitario, el tiempo que experimenta la particula
entre s y sg seria

sy — 51 = Bla(sg) — als1),t) = VQ(a(s2) — als1))

Si la particula ya no viaja en linea recta, podemos imaginarla compuesta de
varios tramos rectos. En tal caso el tiempo entre s; y so seria

[ o (o)
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lo que podriamos formular con sumas de Riemann del tipo

Z VQ(a(t:) — alti-1))
i=1

Nos seria ttil, entonces darle una parametrizacién a una particula tal que
su parametro haga referencia al tiempo que experimenta. Para esto notamos
que la aplicacién

T [Si,Sf —

]—R
s»—>/s Q<C§ia>ds

tiene derivada no nula, con lo que es invertible con inversa diferenciable.
1 serfa la particula parametrizada por su propio tiempo. Lo
que caracteriza a una parametrizacion de este tipo es que

d
Q (dToz> =1

Fijémonos en lo que seria da/d7r en algin sistema de referencia. Dado un
sistema de referencia, « tiene una parametrizacion natural por el tiempo del
sistema. Segun esta parametrizacion la derivada de la curva es

Entonces, co7™

(1,9)

donde ¥ es la velocidad de la particula en dicho sistema. Entonces, en dicho
sistema
d
—a=~(1,7
-a=7(17)
en los puntos correspondientes. Con esto y la condicién dada para para-
metrizacién por tiempo propio obtenemos

P(1-v?) =1

0, equivalentemente
1

7= V1—1v2
Notamos que v es muy pequenio si v es muy pequenio (comparado con la

velocidad de la luz ¢ = 1) y que se aproxima a infinito cuando v se aproxima
a uno. Podemos escribir también ydr = dt.
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Le otorgamos una caracteristica importante a una particula «, su ma-
sa m. Con esto, si « estd parametrizada por tiempo propio, definimos su
momento como

P:0,74] =V
d

T = m—a(T)
dr

En un sistema de referencia, el momento se vera como

(E,ﬁj = (7m77mﬁ)

La segunda cantidad serd aproximadamente la cantidad de movimiento co-
nocida mv y la primera cantidad cantidad

L o
’ym:m+§mv + ...

se interpreta como la energia, pues considerando términos hasta v? tenemos
que es la energia cinética mas la masa. La masa seria la energia que tiene
la particula de manera natural, sin encontrarse en movimiento. Se postula,
entonces, que, si tenemos varias particulas, la cantidad de movimiento total
se va a conservar en el tiempo.

Algo también interesante es que se cumple un analogo a la desigualdad
de Cauchy Schwarz. Si v y v son dos vectores temporales orientados hacia el
futuro entonces, extendemos —4— a una base con lo que tenemos, en esas

VQ(u)

coordenadas

(u,0)* = (ugvo)* > ug(v§ — vf — v§ — v3) = (u,u) (v,v)
es decir, se cumple lo opuesto a la desigualdad de Cauchy Schwarz.
De esto obtenemos que si u y v son temporales orientados hacia el futuro
entonces

lu+ ol = flull® + 2 (w, v) + [ol* > [Jull® + 2llull o] + lol* = (lull + [[])®

con lo que se satisface lo opuesto de la desigualdad triangular.
Conocido esto podemos definir el tiempo propio como el supremo de las
sumas

> VQ(at) - alti-1))
=1

v es facil ver que la recta es la que maximiza el tiempo propio.
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Con ello notamos que una accién natural seria el tiempo propio de la
particula. Al maximizarlo se describe un movimiento uniforme. Si queremos
pensar en minimizar la accién, podriamos considerar el opuesto del tiempo
propio.

Por 1ltimo, para realizar una comparacion con la mecanica no relativista,
en un sistema de referencia inercial la accién se veria como

t1 1
- / Lat
to v

y, si multiplicamos por la masa m, el lagrangiano seria

—m/y

que, como podemos ver, contiene a la energia cinética no relativista en su
expansion en serie de potencias

—m/y=-my1—v?= —m+§mv2 — .
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Capitulo 4

El campo electromagnético

Ahora ya estamos listos para considerar nuevamente el campo eléctrico
y magnético, pero ahora para intentar fusionarlos en un solo objeto definido
en nuestro espacio-tiempo.

Primero requerimos una simplificacién: En un sistema de referencia ade-
cuado, con ¢ =1 (y €p = 1), las ecuaciones de Maxwell se ven como sigue

Procederemos intuitivamente para lograr fusionar los campos. Como antes:
De V - B = 0 deberfamos obtener B =V x A para algin campo A.
DeV x E = —8B/8t, obtenemos E = —8A/8t + V¢ para algin ¢.

Si combinamos ambos campos A y ¢ en una 1-forma

A= ¢dt + Aldx + Agdy + Agdz

podemos notar que su derivada exterior nos da la informacién de los campos
eléctrico y magnético

dA = Eidz N\ dt + Eady A dt + Esdz A dt+

Bidy N dz + Badz A dx + Bsdzx A dy

Esta 2-forma serda denotada por F y llamada tensor electromagnético.
Inmediatamente tenemos dos de las ecuaciones de Maxwell (de las que
obtuvimos A y ¢) que se traducen en

dF =0
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Para obtener las otras dos ecuaciones nos es conveniente intercambiar las
posiciones de E y B en F (puesto que ahora necesitamos tomar el rotacional

—

de B y el divergente de E)
Definimos

xF = Fidy Ndz + Esdz N\ dx + Esdx A dy
—Bidx AN dt — Bady A dt — Bsdz A dt
y notamos que
dxF = pdx Ndy Ndz — Jidy Ndz Ndt — Jadz Ndx N dt — Jsdx A dy A dt

A esta ultima forma la llamaremos 3-forma densidad de corriente y la deno-
taremos por J. Notamos que para poder escribir las ecuaciones de Maxwell
de una manera invariante bastaria con definir *F de alguna manera intrinse-
ca usando la forma bilineal.

La aplicacién * que necesitamos es lineal y hace lo siguiente

de Ndt—  dyANdz

dy ANdt —  dzANdx
dzANdt—  dxNdy
dyANdz— — dx Ndt
dzNdx — — dy ANdt
de Ndy — — dz Adt

Esto es, a daq N dag le corresponde da A das si
dag Ndag N day Adas = xdt Ndx A dy N dz

Notamos que solo en el caso que dag es dt el signo correspondiente es menos.
Esto lo podemos enunciar usando la forma bilineal de la siguiente manera

dao A dag N\ day A das = (dag A dag, dag A dag) dt A dz A dy A dz
Entonces, para cada w de esa forma se cumple
w A *w = (w,w) vol

donde vol = dt ANdx N dy N\ dz
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Lo anterior no determina *w. Para determinarlo faltaria ver cémo inter-
actua con los demaés.

Si v es una de las formas anteriores y v # w entonces podemos notar
que v A xw = 0, con lo que

v A xw = (v,w)vol

Como * es lineal, esta propiedad se cumple para cualesquiera 2-formas w
y v. Podemos darnos cuenta de que esta definicién tiene sentido si v y w
son k-formas pero en este caso xw seria una (n — k)-forma donde n es la
dimension del espacio.

Notamos que a, una (n — k)-forma en V (dim V = n), actia en \"(V*)

a: Ny = N
w— wAN\ o

Como A"(V*) tiene dimensién uno, al elegir un elemento diferente de cero
hemos elegido un isomorfismo con R y, en tal caso, & se puede ver como un
funcional lineal.

Lo que seria interesante es que la aplicaciéon

N7 e (Ao Ao
a— &

sea un isomorfismo. De ahi, al elegir una n-forma obtenemos un isomor-
fismo A" 7F(V*) = AF(V).

Ya que las dimensiones coinciden bastaria verificar la inyectividad de
dicha aplicacién. Esto es bastante sencillo de lograr si elegimos una base
inducida por alguna base de V*. Esto es, si {dx1,dzs,...,dz,} es una base
de V* consideramos la base {dz;, Adxi, A ... Ndx;,_, }ii<ig<..<ip- Si

o= E ah,’ig,...,in,kdlih VAN dl‘iQ NN dxinfk
11<12<...<in
es diferente de cero, existen j; < jo < ... < Jp—g con ajy g, .., . 7 0

entonces si {hi, ha,...,hi} es tal que {j1,J2, ..., Jn—k} U {h1,ha, ..., hi} =
{1,2,...,n}, se cumplird

(dzpy Ao Ndzp,_, ) Ao = Loy, dry Ndzg A ... Ndxy # 0

3250 (n—k)
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Con esto, una n-forma wvol no nula genera un isomorfismo entre /\”_k(V*)
y A¥(V). Un producto interno en V genera un producto interno en A\*(V)
lo que genera un isomorfismo entre A*(V) y A¥(V*) mediante

a— (-, )

En conclusién tenemos un isomorfismo * entre A" F(V*) y AM(V*) y la
propiedad que cumplen es

v A xw = (v,w)vol

Cuando consideramos un producto interno se suele elegir la n-forma wvol tal
que | (vol,vol) | = 1.

Explicitamente, si escogemos una base ortonormal {dz1, ..., dx,} tal que
vol = dx1 A ... Ndx, entonces aplicar x a dx;, A ... \dx;, es elegir drj, N\... N\
dz;, , de manera que

dxi, AN ... Ndxg, Ndxj, A ..o ANdxj, , = vol

y contar cuantos dxz; hay en dx;, A ... Adx;, tal que (dz;, dz;) = —1. Si esa
cantidad es par el resultado es dz;, A... Adz;, , vy siesimpar, —dzj A...A\
da:jn_k.

De este algoritmo es facil ver que * es una transformacion ortogonal y
que, en k-formas

* 0k = <_1)k(n*k)+(n*indice)

Definicién 4.1 (Dual de Hodge). Sea V' un espacio vectorial real de dimen-
sion n, un producto interno (-,-) : V.x V. — R y una n-forma vol tal que
| (vol,vol) | = 1. El dual de Hodge de una k-forma w serd la (n — k)-forma
*xw que cumple que, para toda k-forma v

v A xw = (v,w)vol
En resumen, las ecuaciones de Maxwell son
dF =0 d«F=J

La ley de continuidad es
dg =0

y las ecuaciones de onda estan guardadas en

’B  _, ’E  _,
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donde

B = Bidy ANdz + Badz A\ dxz + Bsdx N\ dy
E = Eldx + Egdy + Egdz

En el capitulo 1 vimos que una onda electromagnética sinusoidal seria
E(t,7) = Eycos(wt — k - 1)

B(t,7) = Bycos(wt — k - 1)

En este contexto, lo anterior se veria como
F =Focos(k-r)

donde Fy = Ey A dt + By, la frecuencia y el vector de onda estarian unidos
en k = (w, E) y 7 seria (t,7). Con esto, k seria mejor entendido como un
vector en el espacio-tiempo de Minkowski.

Finalmente, busquemos una acciéon que nos ayude a describir el movi-
miento de una particula en un campo electromagnético. Recordemos que el
Lagrangiano en el caso no relativista era

1 .
Emvz—i—qA-v—i-Q(b

que nos da la idea de considerar como accién a la suma del tiempo propio
(por la masa) y la integral de g.A sobre la particula. Con esto el Lagrangiano
serfa

—m/y+qA- v+ q¢

Esta accion nos lleva a ecuaciones interesantes:

Consideremos una curva que hace la accién estacionaria « : [t;, tf] = V
parametrizada segun el tiempo de un sistema de referencia. Tomemos una
curva € : [t;,tf] — V con €(t;) = €(ty) = 0 y consideremos la familia de
curvas « + se parametrizadas por s. Calculemos la derivada de la accién en
s=0.

dt

ds [_ \/1_(72—+36)2 + g Aot +se(n) (A1) + Sé(t))]

— / [_\77% + qd Ay (e(t), a(t)) + qAa(t)(é(t))]
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donde dA es la derivada usual (no derivada exterior). Para distinguir de-
notaremos, en esta parte, por dg a la derivada exterior. Como A es una
1-forma

A:V = L(V,R)

y su derivada seria

dA:V — L(V,L(V,R))
a la que podemos ver como la aplicacién
dA:V — B(V,R)
dA;(u)(v) = dAy(u,v)

Notamos que

/tf[—m“"j‘ﬂ Ay (€(t), &(8)) + a Ao (E(t)) | dt
t ——5 T 1dAa( (€(t), & qAq) (€(2))

_ /f [<jt (%»+qua<t><e<t>,a<t>>—qua<t><a<t>,e<t>> at
e () ekt

Entonces, si denotamos por F' a la aplicacion
(u, Fv) = F(u,v)
la ecuacién de movimiento (es decir, hacer la integral anterior igual a cero

para todo €) serfa

d
S P4 qF#,1)=0
i (7,1)

o0, equivalentemente (multiplicando por 7),

d
—P+4+qFv=0
dr

donde la particula estd parametrizada por tiempo propio, v es su velocidad
(en tiempo propio) y P es la cantidad de movimiento en tiempo propio
(P = mv).
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Capitulo 5

Coderivada y el lagrangiano
electromagnético

De la misma manera que podemos describir el movimiento de una particu-
la con ayuda de un principio variacional, queremos describir el campo elec-
tromagnético. Primero en ausencia de fuentes.

La ecuacién dF = 0 implica que F = dA (dominio R?*), entonces el
problema termina siendo encontrar una 1-forma tal que

dxdA =0

En esta ocasién nos dejaremos guiar por la siguiente idea (que usamos en el
capitulo 2)

Para saber que una cantidad es cero verificamos que, al multiplicarla con
cualquier otra cantidad, el resultado es cero.

Para este caso deberiamos considerar como producto a

/<-, ) vol

Definicién 5.1. Sean M una variedad diferenciable, (-,-) una métrica pseu-
doriemanniana y vol una n-forma compatible con la métrica. Dadas w,v €
QF(M), definimos

(w,v) = / (w, V) vol
si la expresion tiene sentido

Como motivacién tenemos el siguiente
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Recordatorio. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita, B una for-
ma bilineal simétrica en V' y Q su forma cuadrdtica asociada. Entonces

Va,z €V :dQ, -z = 2B(a,x)

La forma cuadratica @) haria las veces de la accion, el vector a seria el
potencial A y las variaciones x serian 1-formas ~. La aplicacién B deberia
incluir d * d. El primer intento seria considerar

B(y,A) = (v,d*dA)

pero esto no tendria sentido (o seria cero) pues 7 es una 1-forma y d*dA es
una 3-forma. Notamos que nos sirve mas pensar en

*d*dA =0

con lo que
B(v,A) = (v, %d x dA)

Un requisito en el «recordatorio» era que B sea simétrica. Esto seria cierto
si, por ejemplo, *dx* fuera la adjunta de d.

Proposicion 5.1. Sea M™ una variedad pseudoriemanniana con indice 1.
Yw € QF(RY), v € QFFY(M) de soporte compacto

/ (dw, V) vol = / <w, (—1)tFmhtm=i g« 1/> vol

Demostracion.
/ (dw, V) vol = / dw N *v
R4 R4

y, para pasar el operador d al lado derecho usamos que
dwAxv) =dwAsv+ (~DFuAndxv

Como las formas son de soporte compacto

dwA*v) =0
R4

y, entonces

/dw/\*y—(—l)kH/ wAdx*v
R4 R4

_ (_1)k+1(_1)(m—k)k+m—i/ WAxxd*v
R4

= (—1)l+mk+m_i/ (w, *d x V) vol
R4
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Definicion 5.2. Al operador encontrado antes lo llamaremos codiferencial
y lo denotaremos por 9.

En este caso k=2, m=4e¢=1 por lo que
0 = xdx

Tenemos nuestra propuesta de accion

Q) = [ (A daa

para que solo dependa de una derivada de A, podriamos considerar

Q(A) = /11%4 (dA,dA)

que deberia dar el mismo principio variacional.
Tomamos, entonces, el lagrangiano como

L:QY M) — Q" (M)
A (dA,dA) vol
y el problema variacional como

Problema. Para _todo abierto X C M con borde C*° se cumple que, para
cualquier v € QY(X) tal que v|ox =0

% [/XE(AJF 8'7)] =0 =0

esto es, A es un extremal de la accion generada por el lagrangiano.
Teorema 5.1. Una 1-forma A es solucion del problema si y solo si ddA =0

Demostracion. Para p € M tomemos una vecindad X con borde C*°. To-
memos v € QY(X) arbitraria tal que v|sx = 0. Entonces,

/ L(A+sv)= / (dA + sdy,dA + sdry) vol
X X

:/ (dA,dA) vol + 25/ (dA, dv) vol + 32/ (dry, dry) vol
D' X X
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Su derivada en cero seria
2/ (dA, dv) vol
X

Por la definicién de § y el teorema de Stokes, la condicién es
Vy € QYX),vox =0 / (0dA,~) vol =0
X

Debido a la no degeneracién del producto interno esta condicién es equiva-

lente a
0dA =0

O]

Si le agregamos una corriente J, entonces el lagrangiano que podemos
considerar es

L: QY M) — Q"(M)

1
A|—>A/\J—§<dA,dA)vol
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Capitulo 6

Mecanica Cuantica

Con las ecuaciones de Maxwell se concibié a la luz como una onda que
se propaga por el espacio. Hasta ese entonces, el punto de vista predominate
era el de Newton que pensaba en un haz de luz como un haz de corptsculos
(particulas) y que opacaba el defendido por Huygens que si la pensaba como
una onda. Ya todo estaba dicho, no habian méas dudas: lo que entendiamos
como luz eran las oscilaciones del campo electromagnético.

Sin embargo, habian fenémenos que no encontraban una explicacién en
este contexto. Segun las ecuaciones de Maxwell, la luz era un fenémeno
continuo y, por lo tanto, su energia se propagaba de manera continua. Sin
embargo, en 1900 Max Planck propuso, para explicar la luz emitida de mane-
ra natural por algin cuerpo, que las energias se emitian en forma discreta.
En 1905, Einstein usé esta misma idea pero ahora atribuyéndole a la luz
un caracter corpuscular: Esta estaba compuesta de pequenos paquetes de
energia. Segin él un haz de luz de frecuencia v estaba compuesto de paque-
tes de energia hv con h la constante introducida por Planck en su teoria.

En 1923, Arthur Compton, extendiendo estas ideas, explicé otro fenémeno
que ain no tenia explicaciéon. Al hacer incidir luz sobre un objeto, esta in-
teractia con los electrones de sus atomos y se desvia (ver figura 6.1); lo
extrano es que, dependiendo del dngulo de desviacion, sufre un cambio en
la longitud de onda. Generalizando las ideas que habia propuesto Einstein,
Arthur Compton postula que la luz tiene una energia y una cantidad de
movimiento (espacial) igual a

E = hw (postulada por Einstein)
7= hk

donde h = h/27 es conocida como la constante de Planck reducida.
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Figura 6.1: A la izquierda: Una particula de luz (fotén) se aproxima a
un electrén. A la derecha: El fotén interactiia con el electrén y ambos se
desvian.

Postular dicha cantidad de movimiento tiene sentido pues
p = h(w, k)

define un verdadero vector de luz como vimos en el capitulo sobre el campo
electromagnético.

Luego de postular dicho vector como el momento de una particula de luz
usa la conservacién de la cantidad de movimiento para obtener el cambio de
longitud de onda.

Este resultado fue la razén mas fuerte por la que se empezo a creer que
la luz no era ni una onda ni una particula sino un ente diferente que tenia
caracteristicas de ambas. El ano siguiente Louis de Broglie propuso que si la
luz tenia ambos comportamientos, las deméds particulas también lo deberian
tener. Consideré las relaciones usadas antes

= hk

E = hw

donde # es la constante de Planck entre 27, p'es la cantidad de movimiento, k
el vector de onda, F la energia y w la frecuencia angular de la onda (=27v).

En 1926, Erwin Schrodinger, motivado por las ideas de De Broglie,
postulé una ecuacién que describiria las caracteristicas ondulatorias de una
particula. Esta es llamada la ecuacién de Schrodinger

h2

“2m

0
2 o
Vo = zh—atlb

Las soluciones de esta ecuacién son necesariamente complejas (a menos que
no dependa del tiempo). Como sabemos, una onda sinusoidal seria la parte
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real de .
Q,Z) — ei(kﬁf‘—wt)

Si queremos que sea solucién es necesario considerar toda la funcién y no
solo la parte real. En este caso ¢ es solucién de la ecuacién de Schrodinger

si y solo si
n? -
—k = hw
2m

es decir, si usamos las relaciones propuestas por de Broglie

que es la relacién satisfecha para una particula libre (sin fuerzas actuando
en ella) no relativista.

Podemos notar que la ecuacion de Schrodinger se consigue haciendo los
reemplazos

L0 .0 .0 .0
Py & —zha—x Dy < —zha—y Dy —zha E & Zh&

Denotaremos a los operadores asociados con py, py, p. ¥ £ como p; Dy D y
F respectivamente. En este caso

ﬁmw = pg¥p
ﬁyw = pyw
P = p
Ey =By

es decir, los momentos y la energia de la onda v son los autovalores de los
operadores. Una superposicion de ondas con diferentes energia y momento
ya no tendria una energia y momento bien definida (pues no tendria fre-
cuencia y longitud de onda bien definidas). Entonces, si deseamos medir
una cantidad A (energia, momento, posicidn,...) necesitamos un operador A
que la represente, y, en este caso, el valor que tomaria A en una funcién ¢
seria un numero a tal que

Ap = ag
Si no existe tal nimero (es decir, si ¢ no es autovector de fl) entonces no
tiene sentido hablar de la cantidad A para el estado ¢.
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Ya que estamos considerando nociones no relativistas le daremos un lugar
privilegiado al tiempo. Pensaremos en nuestra funcién

$:RxR3>—C
como una curva de funciones parametrizadas por el tiempo ¢
¢ R® — C

y los operadores estarian definidos en un espacio de funciones de este tipo
(de R3 a C).

,Qué serfa medir la posicién? Una manera de verlo es pensar en estados
con posicién completamente definida. La intuicién nos dice que un estado
en la posicién (zg, yo, z0) deberia ser cero fuera de este punto y deberia estar
totalmente concentrado en él. Una «funcién» que logra esto es el delta de
dirac d(z,y,,20) Y 10s operadores de los cuales ellos son autovectores serian

TPz g Y=y Zi w2z

Schrodinger postulé una ecuacién mas general, considerando que la particula
no se encontraba libre sino que habia una fuerza dada por un potencial V.

Ry )
—5 VU VY =iho

Esta ecuacion la podemos obtener si en la relacion de energia

ﬁQ
L A = E
o + V(7

pensamos que V' actuard como multiplicacién (igual que los operadores z,
7, %)

Schrodinger logréd obtener, con esta ecuacion, las energias posibles de un
atomo de hidrégeno conocidas experimentalmente y predichas por un modelo
bésico de Bohr. Se dio cuenta de que, considerando el potencia electrostatico
V' de un protén en reposo con un electrén, podemos hallar dichas energias
como los nimeros E tal que la ecuacién

2
—h—v%p + VU = EV¥
2m

tiene solucién acotada que tiende a cero en el infinito. Es decir, el operador
energfa (o hamiltoniano) seria



Podemos notar que todos los operadores mencionados son autoadjuntos si
los consideramos definidos en un subespacio de LZ(R3) y, en realidad, al
encontrar soluciones acotadas que tienden a cero en el infinito estamos en-
contrando (en este caso) funciones de cuadrado integrable. De la ecuacién
de Schrodinger . »
1 ~
Ztby = = Huy
vemos que el campo lineal considerado es antisimétrico (antiautoadjunto),
y por lo tanto, la solucién preservaria su norma

/ v  dV = cte

El problema era que Schrédinger no tenia una interpretacion para la solucion
1. Ese mismo ano, Born obtuvo una. Notemos primero, explicitamente, que,
dado que v satisface la ecuacién de Schrodinger

h2 *VZ 174 * — ik *a
—%w Y+ ww—lwaw

hQ VQ * Vv ko ik 8 *
—%1/) YAV = —i 1/1&7#

La primera relacion se consiguié multiplicando la ecuacién de Schrédin-
ger por ¥* y la segunda tomando la conjugada de la ecuaciéon y multi-
plicdndola por 1. Restando ambas relaciones obtenemos

I vt - vy = inl (py)
2m ot
y, reordenando los términos,
h * * 0 * _
V- (2mz(¢ Vip =V )) +&(¢ Y) =0

Esto es, 1" es una densidad con densidad de corriente % (V*V — V™).
Born le dio a [t/|? la interpretacién de densidad de probabilidad.

Por dltimo, jcémo introducimos un campo electromagnético en la ecua-
cién de Schrodinger? Si este es complicado que el electrostatico ya mencio-
nado tendriamos que modificar las ecuaciones de alguna manera.

Como vimos antes, el hamiltoniano asociado a una particula en un campo

—

electromagnético dado por el potencial (A, @) es
1 o

- 2
%(p— qA)” —q¢
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Utilizando las reglas dadas anteriormente obtenemos la ecuacién
e g 5\? 0 q
e —eA) _p (2 .4
om (v pA) =i (875 Zh¢>¢

El problema que encontramos en esta ecuacién es que existen infinitos (A, ¢)
que se relacionan con el mismo campo electromagnético. Si hacemos el cam-
bio

A= A+V0

0
/

g =0+50

i,cémo podriamos modificar 1) de manera de que siga siendo solucién?
Bastaria definir

w/ — ez%Gw
y, con esto, podemos notar que

(v . z‘%f?) W = i (v - z’%/f) "

O 8y =it (98
(8t “n >w—ef o w0)Y

Entonces, estamos pensando en una nueva derivacién
.q
d—i=A
h

El multiplicar el campo ¢ por ¢'i? 1o podemos entender como un cambio
de representacién. De la misma manera podriamos entender el cambio de A
por A + df. El primer cambio involucra la multiplicacién por un elemento
de un subgrupo de automorfismos lineales y es por ello que a continuacion
estudiaremos la idea de grupo de Lie.
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Capitulo 7

Grupos de Lie

En este capitulo hablaremos un poco de grupos de Lie y de las dlgebras
de Lie asociadas a ellos. Empezaremos con una

Definicién 7.1 (Grupo de Lie). Sean G un espacio topoldgico, p: G x G —
G una operacion interna que hace de G un grupo y A una estructura dife-
renciable en G. Si p es diferenciable segin dicha estructura (considerando
en G x G la estructura producto) diremos que la terna (G, u, A) es un grupo
de Lie.

La primera propiedad que debemos notar es que, en un grupo de Lie G,
la funcién inv : G — G con inv(g) = g~ es diferenciable. Aqui presentamos
una pequena

Demostracion. Notamos que izqq = (g, -) es un difeomorfismo con inversa
i2q4-1y, usando el teorema de la funcién implicita en el punto (g, g~ 1) para
cada g € GG, obtenemos que la aplicacién inv es diferenciable. ]

La idea general de grupo es el de un conjunto de biyecciones (cambio de
sistema de referencia). En realidad, a todo grupo lo podemos entender como
una coleccién de biyecciones de él mismo, por ejemplo. Si de lo que estamos
hablando es de un grupo de Lie, podemos exigir atin mas: lo podemos enten-
der como un subgrupo de difeomorfismos de cierta variedad (de él mismo).
En este caso podriamos escoger campos vectoriales que pertenezcan, en cier-
to sentido, a dicho grupo (que guarden la informacién de «difeomorfismos
infinitesimales»).

Una propiedad interesante de los productos por la derecha es que son las
Unicas biyecciones en G que conmutan con los productos por la izquierda. El
que los productos por la derecha conmuten con los productos por la izquierda
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se debe a la asociatividad del producto. A continuaciéon presentaremos una
pequeina prueba de la reciproca. Dado g € (G, usaremos la notacién izq, =

1(g,°) y derg = (-, g).

Proposicién 7.1. Sea (G, u) un grupo. Sea f : G — G una aplicacion tal
que Vg € G
foizqy =1izqg0 f

entonces existe h € G tal que
f=dery

Demostracion. Si f fuera un dery entonces h = f(e). Hay que verificar que
f = dery(e). Equivalentemente, hay que verificar que Vg € G

fg) = izqy(f(e))

y esto es cierto pues
flg) = foizqq(e)
O

Enunciandolo de otra manera, los productos por la derecha son las tinicas
biyecciones que se mantienen invariantes bajo los productos por la izquierda.

Entenderemos al grupo como el conjunto de productos por la derecha e
investigaremos las versiones infinitesimales. Sea, entonces, una curva diferen-
ciable de tales difeomorfismos f : (—¢,€) X G — G que pasa por la identidad
en t=0. El difeomorfismo infinitesimal asociado seria el campo X : G — TG
definido por X (g) = f(t,9);_y, v la propiedad de conmutacién mencionada
f(t,izqq(x)) = i2q4(f(t,2)) para todo (t,z) € (—€,€) X G, se traduce en
X (izqq(x)) = d(izqg)«(X (x)). Por esta razén, nos es ttil la siguiente

Definicién 7.2. Sean (G, i, A) un grupo de Lie y X : G — TG un campo di-
ferenciable. Diremos que dicho campo es invariante a izquierda si X oizqy =
d(izqg) o X para todo g € G. Al conjunto de todos los campos invariantes a
izquierda lo llamaremos X%*9(G).

Entonces, estudiando dichos campos vectoriales esperamos obtener in-
formacion acerca del grupo mismo. Nos es importante también investigar si
el flujo de todo campo invariante a izquierda estd formado por una curva de
productos a la derecha. Para este fin consideramos la siguiente

Proposicién 7.2. Sean (G, u, A) un grupo de Lie y X un campo invariante
a izquierda. El flujo ¢ de X tiene dominio R x G y ¢(t,g) = u(g, o(t,e))
para todo (t,g) € R x G
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Demostracién. Primero notamos que, si « es solucién de ' = X (x), para
cada g € G entonces t — u(g,a(t)) también es solucién. Esto se sigue de
que el campo X es invariante a izquierda.

Ahora, sea v : (—2¢,2¢) — G tal que 7/(t) = X (y(t)) para todo ¢ €
(—2¢,2¢) y 7(0) = e. Definamos 71 : (—¢€,3¢) = Gy y2: (—3¢,¢) — G de la
siguiente manera

Y1(t) = i2qyo)(y(t —€)), si t € (—¢, 3¢)

Yo(t) = i2qy—e)(V(t +€)), si t € (=3¢,¢€)

Notamos que 7 y 1 son soluciones de 2’ = X (x) que coinciden en t = € y
y 72 son soluciones de @’ = X (x) que coinciden en t = —e. Por lo tanto v,
y 72 coinciden en (—¢,€) y definimos 74 : (—3¢,3¢) — G como una extensién
de ambas. Se sigue de esto que el intervalo maximal donde existe solucién
de 2’ = X (x) con z(0) = e es R y, usando la primera observacién, se siguen
las propiedades enunciadas. O

Notamos, primero, que cualquiera de estos campos estd determinado por
su valor en algin punto de G y viceversa, es decir, dado un vector tangente
a G existe un campo invariante a izquierda que lo extiende. Por lo tanto,
para estudiar a los campos invariantes a izquierda podemos estudiar algin
espacio tangente. Escogemos T.G y lo nombramos g. Entonces, tenemos la
siguiente

Proposicién 7.3. Sea (G, u, A) un grupo de Lie. La aplicacion f : Gx g —
TG que envia (g,V) en d(izqy)eV es un difeomorfismo. La aplicacion f:
g — X(G) inducida por f mediante f(V)(g) = f(g,V) es un monomorfismo
de espacios vectoriales con imagen X**4(Q).

Demostracion. Para esta prueba escribiremos simplemente las aplicaciones
pertinentes como composicién de aplicaciones diferenciables logrando obte-
ner su diferenciabilidad.

Identifiquemos T'(G x G) con T'G x TG de la manera canénica. Luego,
notemos que f = du oinc con inc : G x g - TG x TG definida por
inc(g,V) = ((g9,0), (e, V)). De esto se sigue que f es diferenciable. Para
demostrar que es difeomorfismo notemos que su inversa es f~1 : TG — G x g
que envia (g, V') en (g, d(izqy-1)4V'). Su primera coordenada es la proyeccién
m: TG — Gy la segunda es du o (me, idpg) donde mg = 0 0 inv o con 0 la
seccion 0 de T'G.
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Para la afirmacién hecha sobre f podemos notar primero la buena defini-
cién: f(V) es diferenciable pues lo podemos ver como dpo (0, (e, V)) donde 0,
otra vez, es la secciéon 0 de T'G. Podemos ver que la imagen de f esté incluida
en X™#(G) si notamos que d(izqp)g © d(izqg)e = d(izq,(n,g))e v €l hecho de
que es exactamente X"*?(G) y es inyectiva se sigue de que un elemento de
aqui estd caracterizado por su valor en e. Por tdltimo, la linealidad de f se
sigue de la linealidad de d(izqg)e. O

Una observacién importante es que, para estudiar al grupo, en lugar
de considerar campos invariantes a izquierda podriamos considerar campos
invariantes a derecha. Entonces, dado g € G tenemos dos posibles identifi-
caciones de g con T,G:

d(izqg)e : 9 = T,G

d(derg)e : g = T,G

Lo que podemos notar es que el cambio entre las maneras de representar
TyG estd dado por d(izqy);* o d(derg)e = d(izq,-1 o derg)e, o, llamando
Ady : G — G al homomorfismo que lleva x — grg~', el cambio serfa
d(Ady-1)e.

Con el objetivo de estudiar los campos invariantes a izquierda con ayuda
del espacio tangente a la identidad consideramos la siguiente

Proposicién 7.4. Sea (G, u, A) un grupo de Lie y vy : R — G diferenciable
en 0 € R. Se cumple que v es un homomorfismo de grupos si y solo si existe
X, campo invariante a izquierda, con vy solucion de ' = X (x) y z(0) = e

Demostracion. Si v es un homomorfismo de grupos, entonces para todo
to € R tenemos que vy es continua en ¢ = fo pues v = i2qy(g,) © ¥ © Ty,
(donde Tr_;, : R — R estd definido por Tr_;,(z) = x — tp)), con lo
que, ademads, es diferenciable. Tomemos 7/(0) y extenddmoslo a un cam-
po invariante a izquierda X. Notamos, entonces, que, por la relacién ante-
rior, 7' (to) = d(i2Gy(t,))7'(0). Por lo tanto, tenemos que 7 es solucién de
= X(x).

Si v es solucién de 2/ = X (z) con X(0) = e, notamos que, como X es
invariante a izquierda, t + i2q,(s)(v(t)) es solucién también y en t = 0 vale
v(s). Como t — (s + t) también es solucién y en t = 0 vale y(s) tenemos
que i2q,(5)(y(t)) = (s +t) para todo t,5s € Ry, por lo tanto, v es un
homomorfismo de grupos. O

Esto quiere decir que ya tenemos clasificados todos los homomorfismos
diferenciables de R en G.
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Definicién 7.3 (Exponencial). Sea (G, u, A) un grupo de Lie. Definimos
la aplicacion exp : g — G de la siguiente manera: dado X € g, tomamos
v:R = G el dnico homomorfismo diferenciable con ~'(0) = X y definimos

exp(X) = 7(1).

Notamos entonces que la aplicacion exponencial es diferenciable: consi-
deramos la ecuacién diferencial en TG dada por el campo Z : TG — T(TG)
con Z(p,X) = ((p, X), (X,0)) donde estamos usando la identificacién de TG
con G x g que induce una identificacién de T'(T'G) con T'G x T'g.

En g podemos colocar una estructura de algebra de Lie que guardaré la
informacién local del producto en el grupo de Lie.

Proposicién 7.5. Sea (G, p, A) un grupo de Lie y sean X y Y dos campos
invariantes a izquierda. Entonces el campo [X,Y] es también invariante a
izquierda

Demostracion. Basta recordar que, si f : G — G es un difeomorfismo
[f*X7 f*Y] = f*[Xu Y]
O

La relacién entre composicién de flujos de campos vectoriales y el bracket
de Lie de los campos vectoriales indica que el bracket deberia guardar infor-
macién del producto. Entonces, inducimos dicho bracket en g y llamamos a
aquello el algebra de Lie del grupo G.

Al igual que podemos hablar de los generadores de un grupo de Lie
(su élgebra de Lie), podemos hablar de los generadores de una accién de
un grupo de Lie sobre una variedad. Esta afirmacién la colocamos en la
siguiente

Proposiciéon 7.6 (Algebra de Lie de la accién). Sean M una variedad di-
ferenciable, G un grupo de Lie y a : M x G — M wuna accion por la
derecha diferenciable de G en M. Dado X € g, consideramos el campo
X : M — TM que a cada p € M le asigna a(p,exp(tX)) (t = 0). La
aplicacion f : M x g — TM definida por f(p, X) = X (p) es diferenciable v,
ademds, se cumple que f : g — X(M) definida por f(X) = X es un homo-
morfismo de dlgebras de Lie (considerando el dlgebra de Lie en g inducido
por los campos invariantes a izquierda).

Demostracion. Identifiquemos T'(M x G) con T(M) x T(G) de la manera
candnica. Luego, notemos que la aplicacion f, definida antes es inc : M xg —
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T(M) x T(G) definida por inc(p, X) = ((p,0), (e, X)), compuesta con el
diferencial de a, da : T(M) x T(G) — T(M), esto es, f = daoinc. Con esto
tenemos la diferenciabilidad de f y de los campos X.

Ahora pasemos a verificar que f es un homomorfismo de algebras de Lie,
esto es, [f(, 17] = [X,Y]. Notemos que el flujo de X es (p,t) — a(p, exp(tX))
por lo que

X, 7)(0) = £V (0) = 0

donde W(t) = (d(a( ’ 7exp(_tX)))a(q,exp(tX))?(a(% exp(tX)))) y, como ?(Q) =
(a(q,exp(sY)))(0), tenemos que

7(t) = a( a( a(q, exp(tX)), exp(sY) ), exp(—tX) )'(0)
que es igual a, por ser a una accién,
a(q, exp(tX)exp(sY )exp(—tX)) (s = 0)
con lo que tenemos v(t) = d(a(q, - ))e(exp(tX)Yexp(—tX)). Entonces,

d(exp(tX)Yexp(—tX))

[X7?](Q) = d(a(qv : ))e dt

(0) = d(a(g, -))e[X,Y]

O
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Capitulo 8

Fibrados principales

Ahora vamos a entender mejor la idea de cambio de representaciones de
los campos mencionada en el capitulo Mecéanica Cuantica. Para que existan
cambios de representaciones, debe existir un objeto «abstracto» al que haya
que representar. Recordemos que el cambio dependia del punto en el espa-
ciotiempo, esto indica que para cada uno de tales puntos debemos considerar
un espacio vectorial (es decir, los posibles valores del campo).

8.1. Fibrados

Podemos formular una definicién general de lo anterior

Definicién 8.1 (Fibrado). Sean E, F y B variedades diferenciables y m :
E — B una aplicacion diferenciable y sobreyectiva. Si para cada p € B
existen: U vecindad de p y ¢ : U x F — 7~ Y(U) difeomorfismo tal que
mo¢=m (aqui i es la proyeccion de U x F en U ), entonces diremos que
la 4-upla (E,F,B,n) es un fibrado de E sobre B con fibra F. A un ¢ que
cumpla la propiedad anterior lo llamaremos trivializacion local.

Ya con esta definiciéon podemos entender lo que seria un «campo» en este
fibrado a lo que comunmente se llama «seccién» (ver figura 8.1)

Definicién 8.2 (Seccién). Sea (E, F, B,m) un fibrado. Una aplicacion dife-
renciable o : B — E tal que w o o = idp serd llamada seccion del fibrado.

Lo que buscamos es, entonces, un fibrado, donde F' es un espacio vectorial
y cada seccién es lo que llamédbamos funcién de onda. El primer inconve-
niente es que, a pesar de que F' sea un espacio vectorial, no tenemos nocién
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Figura 8.1: A la izquierda: Los ingredientes de un fibrado.
A la derecha: Una seccién o de un fibrado

de cémo sumar vectores en una misma fibra (ello nos dirfa cémo sumar sec-
ciones). Una manera directa de sumar vectores en una fibra serfa usando
trivializaciones locales. Sin embargo, conseguiriamos diferentes formas de
sumar vectores (dependiendo de la trivializacién local que elijamos) a me-
nos que... a menos que en realidad sean la misma forma, en otras palabras,
a menos que la identidad sea un isomorfismo entre las dos estructuras asig-
nadas, o, de manera equivalente, a menos que el cambio de trivializaciones
sea un isomorfismo. Esto motiva la siguiente idea:

Si tenemos una accién por la izquierda diferenciable a : G x F' — F' del
grupo de Lie G en la fibra F podemos exigir que los cambios de trivializa-
ciones sean G actuando en las fibras. Esto lo capturamos en la siguiente

Definicién 8.3 (G-fibrado). Sean E, F'y B variedades diferenciables, G un
grupo de Lie, a : G X ' — F una accion por la izquierda diferenciable de
Gen Fym:E — B una funcion diferenciable sobreyectiva. Si existe una
cobertura {Uq }aen abierta de B, una familia de difeomorfismos {¢q : Uqy X
F — 7Y Uqa)}aea de manera que 7o ¢, = w1 y una familia diferenciable
{905 : UaNUp — G}(q,8)enxa tal que para todo (o, B) € Ax A, para todo p €
Ua NUs y para todo f € F se cumple que ¢5" (¢a(p, f)) = (p, algas(p), f))
diremos que (E,F,B,G,a,m,{Uy, ¢o}) es un G-fibrado de E sobre B con
fibra F.

De esta manera completamos nuestra definicién de fibrado vectorial.
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Definicién 8.4. Sea V' un espacio vectorial. Si consideramos el grupo GL(V')
actuando en'V de la manera candnica, un GL(V')-fibrado con fibra V serd lla-
mado fibrado vectorial.

Ahora, ya con un fibrado vectorial, lo que necesitamos es derivar seccio-
nes.
8.2. Conexiones y fibrado principal

Consideremos, entonces, un fibrado vectorial F, una seccién s, un punto
p € B, y una direccion v € T),B. La nocion usual de derivar es considerar

lm s(p +tv) — s(p)
t—0 t

El primer inconveniente es que no tenemos idea de linea recta p + tv
en una variedad. Pero eso no es realmente un problema (jverdad?) pues la
nocién usual de derivar se puede transformar en

L s0(0) = 5(0)
t—0 t

donde v es una curva diferenciable que en t = 0 pasa por p a velocidad
v. Esto tiene sentido pues en variedades ya sabemos derivar curvas (es una
manera de definir vectores tangentes).

El siguiente inconveniente es que no tiene sentido hacer la resta s(v(t)) —
s(p) pues se encuentran en diferentes fibras. Ahi entra el concepto de iden-
tificacion de fibras.

Basta poder identificar fibras a lo largo de curvas. En este caso, para
cada t necesitamos un isomorfismo

It V= E'y(t)

y el limite a considerar seria

o oo I s0()) — (o)
t—0 t

Si observamos este procedimiento en trivalizaciones locales lo que tene-
mos es que +y se ve como una curva en V', llamémosla £(t), y las identificacio-
nes las verfamos como una curva en GL(V'), denotada por g;. Asi la curva
Iy o I7 1 (s(7(t))) se verfa como

g0 97 '&(t)
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Figura 8.2: Descomposicién de la derivada usual en la derivada nueva y la
derivada de la curva constante

Si derivamos dicha curva obtenemos

d(go gt d d
(go g;t f(t)) _ _%90—15(0) + dii

Al interpretar este resultado, vemos que la derivada usual d¢/dt se puede
descomponer como la derivada nueva mas la derivada usual de la curva
9:95 €(0) (que tendria derivada nueva cero) (ver figura 8.2).

Ademds, obtenemos una gran similitud con el caso en mecédnica cuéntica,

donde teniamos, por ejemplo,
0 q
(G o) v

Ello indica que —(dg/dt) g5 ! debe representar (salvo constantes) el potencial
electromagnético.

Vemos, ahora, que es conveniente considerar un fibrado hecho de estos g
donde la curva ¢(t) es considerada una curva «constante».

Dada una curva «constante» g(t) y un vector v € V serfa conveniente
poder considerar g(t)v € E que seria una curva «constante» en E. El po-
tencial electromagnético —(dg/dt) g, 1 deberfa estar asociado a este nuevo
fibrado.

Este nuevo fibrado de fibra el grupo G serd denotado por P a lo largo de
todo el capitulo. Si deseamos «aplicar» un elemento g € P en un vectorv € V'
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Figura 8.3: Las lineas rectas sobre B generan curvas «constantes» en P las
cuales generan un espacio vectorial

lo méas natural seria, en primer lugar, que las trivializaciones de P estén
indexadas por el mismo conjunto de indices que las trivializaciones de FE.
Luego, gv en la trivializacién indexada por « debe ser g en la trivializacion «
aplicado en v. Si consideramos dos trivializaciones a y 3, gga(gv)® = (gv)?,
para todo v € V, esto es, ggng® = ¢”. Esto motiva a la siguiente

Definicion 8.5. Sea G un grupo de Lie. Los G-fibrados con fibra G y accion
«multiplicar por la izquierda» serdn llamados G-fibrados principales.

Ahora queremos definir curvas «constantes» en un fibrado principal. Para
ello notemos que la informacién de cudles son las curvas «constantes» es, en
realidad, infinitesimal. Si consideramos un punto g en P y pensamos en las
curvas constantes que pasan por g obtendremos un espacio vectorial. Este
hecho es debido a la diferenciabilidad del sistema de identificaciones y es
necesario para que la derivada esté bien definida.

Ello quiere decir que necesitaremos considerar un subespacio vectorial
del espacio tangente en cada punto g € P. Ya que deseamos que ello nos
defina una identificacién en el fibrado E es importante notar que si g(t) es
una curva constante en Py h € G, g(t) h es también una curva constante
(al menos en coordenadas locales). Esto es debido a que la curva I; no es
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realmente necesaria, podemos considerar I; o T" con T un automorfismo de
V.

Es asi que seria més sencillo que G actie en P por la derecha. Para ello
recordamos que la accion multiplicar por la derecha conmuta con la accién
multiplicar por la izquierda. Como el cambio de trivializaciones estd hecho
de estos «multiplicar por la izquierda» deberia estar bien definida el producto
a derecha.

Proposicién 8.1 (Accién inducida por la derecha).

Sean (E,F,B,G,a,7,{Uy, ¢a}) un G-fibrado de E sobre B con fibra F, H
un grupo de Lie y b: F X H — F una accion por la derecha diferenciable de
H en F. Existe una unica accion B : E x H — E tal que para cada o € A
se cumple que ¢o es un isomorfismo entre la accion B restricta a 7 (Uy)
y la accion natural inducida en Uy X F (es decir, la accion idy, X b).

Demostracion. Definamos la accién como debe ser: Bl )xg = ¢Pa ©
(idy, x b) o (¢p5' x idy). Es decir, si queremos ver como actiia h € H en
x € E, tomamos « € A tal que 7(x) € U, y vemos a = por medio de estas
coordenadas como (7(x), f) (esto es, ¢o(m(z), f) = x), luego hacemos que
h actie en f obteniendo b(f,h) y regresamos a E. Con esto obtenemos que
la accién de h en x es ¢ (b(f, h)).

Lo que nos falta ver, entonces, es que esta accién estd bien definida:
balp, f1) = B3(p, f2) mmplica que Ga(p,b(fi, b)) = d5(p, b(fa, h). Para es-
to recordemos que, por definicién, existe go.g : Uy N Ug — G tal que pa-
ra todo p € Uy NUg y fi,fa € F se cumple fo = a(gag(p), f1) si y
solo si ¢a(p, fi) = ¢s(p, f2). Notamos entonces que fo = a(gag(p), f1)
implica b(f2, h) = b(a(gas(p), f1);h) = a(gas(p),b(f1,h)) ¥, por lo tanto,
¢Oc(p7b(f17h)) :¢ﬂ(p7b(f27h))’ [

Por lo visto en la seccién de grupos de Lie, tenemos entonces un subalge-
bra de Lie de X(P) que genera la accién por la derecha. Llamaremos T P
al subfibrado de TP asociado. El esta conformado, simplemente, por los
espacios tangentes a las fibras.

Algo interesante a considerar es que, en un fibrado principal, una trivia-
lizacién estd determinada por una seccién local. Al considerar una triviali-
zacién obtenemos una seccién, por ejemplo, la seccién identidad. Recipro-
camente, si pensamos en una seccién ¢ : U — P podemos considerar la
trivializacion dada por

¢p:UxG— P

(z,9) = o(z)g
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e g9
Figura 8.4: A la izquierda: La seccién ¢g~! en la trivializacién dada por e.

A la derecha: Notamos que g~ ! es también la seccién «identidad» vista desde
la seccién «constante» g

que es compatible con el sistema de trivializaciones.

Es fécil ver que esta define un difeomorfismo (podemos ver que su de-
rivada es invertible, por ejemplo). Mas lo interesante es que este hecho nos
permite tratar de una manera maés sencilla a las trivializaciones locales.

Siguiendo con la idea de definir las curvas «constantes» de manera infi-
nitesimal proponemos la siguiente

Definicion 8.6. Sea E un fibrado vectorial sobre B y F un subfibrado. De-
cimos que G es un fibrado complementario si, Vp € B : G, ® F,, = E,,.

Y la informacién de las curvas «constantes» estaria atrapada en uno de
tales objetos.

Definicién 8.7. Sea E un G-fibrado principal. Un subfibrado T"E de TE se
dice una conexion si es complementario a T E y es invariante por la accion
por la derecha, es decir, T]?E = TghpE.

Ahora nos preguntamos dénde aparece el potencial electromagnético.
Recordemos que este tenia que ver con —(dg/dt) gy !, Para simplificar asu-
mimos gg = e. Tenemos el opuesto a la derivada de g, es decir, la derivada de
la secciéon ¢! en la trivializacién e(t) = e escogida. Esta serfa opuesta a la
derivada de e en la trivializacion dada por g. Ello nos indica que obtenemos
—(dg/dt) gy ! considerando la seccién «identidad» y proyectando su derivada
con respecto a la descomposicion Ty E =T, ;LE ® T,/ E para luego identificar
TJE con g.

De una manera més explicita, el subfibrado T"E define un morfismo de
fibrados 7 : TE — TV E tal que para cada p € F, m, es la proyeccién de T, F
en T))F definida por la descomposicion T, = TJFE © T];’E. Este morfismo
7 es invariante por la accion por la derecha en E.
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De la misma forma, un morfismo sobreyectivo 7 : TE — TV E invariante
por la accién tal que es punto a punto una proyeccién (es decir, r oi o m =,
con i : T'E — TF la inclusién), define una conexién T"E = Ker(r).

Para mas simplificacion podemos considerar el isomorfismo f: F x g —
TYE con lo que tenemos que la proyecciéon 7 estd caracterizada por 7m =
(f~! o)y y la invarianza por la accién se convierte en 7, o d(dery), 1=
Adg-1 o Tpg. La adjunta viene de que la identificacién de TVE), con g se
hizo pensando en la accién por la derecha, lo que hizo que sea ‘invariante a

izquierda’. Con esta caracterizaciéon hacemos la siguiente

Definicion 8.8. Sea E un fibrado principal. Un morfismo ® : TE — g se
dice una conexion si restricto a T'E es la segunda componente del isomor-
fismo anterior f~1 y 7,0 d(derg);1 = Ady-1 0 Tpg.

Sea X € g. Si llamamos f,(X) a X visto en T,E, entonces f,(X) =
(p - exp(tX))'(0). Si consideramos la aplicaciéon z — x - g, notamos cémo
varfa fp(X): fp(X) — (p-exp(tX) - g)'(0). Queremos ver que relacién tiene
con fpg(X) por lo que buscamos un Y € g tal que exp(tX) - g = g - exp(tY)
con lo que tenemos g~ -exp(tX)-g = exp(tY) y, por lo tanto, Adg X =Y.

Como vimos antes, en un fibrado principal, una trivializacién local estd com-
pletamente determinada por una seccién local. Si tenemos una conexién
w (en el estilo 1-forma g-valuada), ella estd completamente determinada
por su pullback por secciones locales. Es decir, dada una seccion local o :
U C M — P, consideramos la forma g-valuada o*w. Si conocemos o y
o*w podemos obtener w por la invarianza a derecha de la distribucién:
Wo(z)g((do - v)g) = g~ (o*w).(v)g y vale lo conocido en el espacio verti-
cal.

Es asi que nuestro potencial electromagnético serd una conexién en un
U(1)-fibrado principal, y lo que vefamos antes serfa esta conexién vista en
una trivializacién local.

Un sistema de curvas «constantes» en un fibrado vectorial motivaron
nuestra definicién de fibrado principal. ;Cémo construir un fibrado vectorial
partiendo de un fibrado principal?

Proposicién 8.2. Sea P un fibrado principal sobre B con fibra G y sistema
de trivializaciones {Uy, o tach. Sea p : G x F — F una accion diferen-
ciable de G en F. Existe un G-fibrado E sobre B con fibra F y sistema de
trivializaciones {Uq, ¢a tacn de manera que los gog sean los mismos.

Demostracion. Podemos construir E de la manera mas directa.
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Llamemos & a la unién disjunta de las variedades {U, X F'}qeq-

Consideremos la relacién de equivalencia (z, f)g ~ (2, gag(2) f)a-

El espacio E sera el espacio £ partido por ~.

La proyeccién 7 : £ — B es la natural.

Las trivializaciones serian ¢ : Uy X F — U, x F' C £ esencialmente la
identidad.

. La aplicacién ¢, es un homeomorfismo?

Es continua pues es la restriccién de la aplicacién cociente.

Es una aplicacién abierta pues si consideramos el abierto Ax D C Ug x F
su preimagen por 7 es uniéon de

[idanu,s % pl o [(idanu,g: 9as) X idD](AN Uag) x D

Como los cambios ¢, son difeomorfismos, las trivializaciones determinan
una estructura diferenciable en FE.

a)

Es Hausdorf:

En realidad se cumple algo méas general: Si B y F' son Hausdorff,
cualquier fibrado (topoldgico) sobre B con fibra F' es Hausdorff.

Es segundo contable:

Otra vez, en realidad se cumple algo mas general: Si B y F' son segundo
contables, un fibrado E con sobre B con fibra F' lo es.

Consideremos una base contable Ay de B hecha por abiertos con tri-
vializaciones ¢y : Ay x F' — 7~ (A,). Si tomamos una base contable
D,, de F', podemos considerar la familia

oA((As N Ay) x Dy)

que seria una base contable de F.

Explicitamente, consideremos un abierto X C £ y un punto z € X.
Buscamos un par (A, n) tal que ¢»(Ax x D,) C X. Primero podemos
encontrar un 3 tal que w(x) € Ag. Asi, el abierto (771(A))) N X es
homemorfo a un abierto de Ay x F. El punto correspondiente a x seria
un punto interior de Ay x F por lo que existird un § y un 7 tal que
(As N Ay) x Dy lo contiene.
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En realidad, los g,s determinan completamente la estructura de fibra-
do de acuerdo a la siguiente nocién de isomorfismo de fibrados. Primero
recordemos que en un G-fibrado tenemos definida la aplicacién

a:PxV —>FE

Esta aplicacion determina la G-estructura. Dada una seccién o : U — P
podemos considerar la trivializacion

p:UXxV - FE

(z,v) = alo(z),v)
Estas trivializaciones determinan, claramente, la G-estructura.

Definicion 8.9. Sean Fy y Es G-fibrados con fibra F. Un difeomorfismo
f: E1 — Ey serd llamado isomorfismo de fibrados si

mo f=m
foa =az

De esta manera, fibrados con el mismo sistema de g, son isomorfos. Este
isomorfismo puede ser construido directamente utilizando trivializaciones
locales.

Si consideramos un espacio vectorial V' y una accién lineal p del grupo G
sobre V entonces obtenemos un fibrado vectorial asociado a la representacion
p.

Ahora, si consideramos en P una conexién, jcomo obtenemos la deriva-
cién en E7?

Consideremos una seccién S de F y una curva v : [0,7] — B. Para
derivar S en la direccién de 4/(0) (en el punto v(0)) consideramos el sistema
de identificaciones que vive en P. Es decir, necesitamos la siguiente

Proposicion 8.3. Sea una curva cerrada v en la base del fibrado. Existe
alguna curva horizontal que se proyecte en .

Demostracion. Consideremos 4 un levantamiento cualquiera de v (esto se
puede hacer en cualquier fibrado).

Perturbemos ~ para hacerla horizontal. Es decir, consideremos g con g
una curva en G. El que esta curva sea horizontal significa que
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Figura 8.5: Una curva cerrada es perturbada por g; para convertirse en

una «constante».
dy(t) N
e t 7
w( oA

1 (@) _1dg
_ 1 1
=0

Es decir, obtenemos la ecuacion diferencial

dgr _ _ (@)
dt it )
Tomamos cualquier solucién g y consideramos la nueva curva a(t) = 5(t)g(t)
0

Es mas, por unicidad en la solucion obtenemos que, si elegimos el punto
inicial, la curva es dnica (antes tenemos que notar que dos curvas diferen-
ciables 41 y 42 sobre v generan un g tal que 71 = 729, esta curva g lo
conseguimos en trivializaciones dividiendo una por la otra).

Hemos usado un hecho (tal vez sencillo de ver) sin demostrar. Verifi-
quémoslo.

Proposiciéon 8.4. Sea E un fibrado sobre B con fibra F' y una curva 7y :
[a,b] — B.
Eziste una curva 7 : [a,b] — E tal que mo 5y =7y

Demostracion. Consideremos 7 = {a = tg < t; < ... < t,, = b} una particién
de [a,b] tal que para cada k € {1,...,n} exista una trivializacion ¢y : Uy x
F — 7= Y (Uy) con y([tp—1,tk]) C Uy.
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Fijemos p € E tal que 7(p) = v(a). Definamos 4 por tramos.
Primero definamos 7(t9) = p
Luego, ya definido hasta t;_; definimos, parat € [tx_1,tx] ¥(t) = d1(v(t), 3 (tk—1))
Asi obtenemos la curva deseada 4 que resulta ser continua.
Si estamos en el contexto diferenciable tendremos que modificar un poco
dicha curva.
Ella ya es diferenciable en [a,b] — 7. Consideremos € < ||7]|/3 tal que
v([tk — €tk + €]) estd dentro de una trivializacién.
Para cada k € 7 — {a, b} consideremos una aplicacién

Jo [ty — € tp + €] = [te — €, tg + €

tal que
2
Vt e [ t 3€:| cfit)y=t
- 2 1
Vit € _tk 3 tr ge— ft) <t
1 1
vVt € -tk 36 tr + 56_ : f(t) =1
1 2
Vit € tk+3 k_ge :f(t)Ztk

2
vVt € |:tk+3€, tk+€,:| cft)=t

Luego solo basta redefinir la componente en F' de 4 componiéndola por fi
donde tenga sentido y dejarlo como antes donde no sea posible.

Para construir tal fi basta construir uno anédlogo considerando t; = 0.
Tomemos a : R — [0, 1] diferenciable tal que

ali—1/2,1/2) = 0

f(—o0,—1]Uf1,00) = 1
y consideremos la aplicaciéon x : R — R tal que z(t) = t.

Entonces la aplicacién buscada es una modificacién de z - «
O

Ya tenemos que existen las curvas «constantes» en P. Ahora quisieramos
definir la derivacién en E. Consideremos la seccién S en E y la curva v :
[0,T] — B. Consideremos g una curva «constante» en P que se proyecta en
v
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Asi, obtenemos una curva diferenciable 4 : [0,7] — V tal que

9:5(t) = S((1))

La derivada buscada seria
d
907 (t)|¢=0

Una manera maés directa de ver esto es recordar la naturaleza de la 1-forma
conexion.

Recordemos que en una trivializacién, la forma conexién w se ve como
una 1-forma con valores en g.

La derivada de la seccién S en una trivializacién local en la direccién
u €T, B es

DS -u=dS -u+w(u)sS

donde la accién de g en V es la inducida por la accién de G en V' (es decir,
la derivada en la identidad).
Entonces, hemos conseguido una aplicaciéon

D:Q%E) = QL(E)

donde Q% (E) es el espacio de secciones diferenciables de E y Q}(F) son

secciones del fibrado de 1-formas con valores en E, es decir, sobre cada

punto x € B consideramos las aplicaciones lineales de T,,B en E, = 7 !(z).
Ma3s explicitamente, tenemos la siguiente

Definicion 8.10. Sea Eq un G1-fibrado vectorial de fibra V7 y sistema de
cambio de trivializaciones gog : Uag — G1, y E2 un Ga-fibrado vectorial de
fibra Vo con sistema hy, : Unv — G4, ambos sobre B.
Definimos el fibrado F1 ® Eo como aquel con sistema de cambio de tri-
vializaciones
(gaﬁ, hﬂV) U NU — G1 x G
T — (gaﬂ(‘r)v hnu(x))

donde G1 x Gg actia en V1 ® Vo como
a:G1 Gy — GL(Vl) X GL(‘/Q) C GL(Vl X VQ)

(g,h) = a1(g) ® az(h)

Ya con esto, para definir el fibrado de 1-formas con valores en F¥ podemos
notar que es el fibrado con fibra L(R", V') y accién de GL(R") x G.
Por 1ultimo, falta establecer qué seria el campo electromagnético.
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8.3. Curvatura y campo electromagnético

Ya sabemos que el campo electromagnético es la derivada exterior de la
1-forma A. Nos preguntamos si ello tendra algin significado mas relacionado
con la conexién y las ideas de «transporte paralelo». Para eso recordamos

que
[ A= [
as s

Si consideramos una curva cerrada vy € P parametrizada de 0 a 1 volvamonos
a preguntar como manipularla para conseguir una curva «paralela» ~vg;.
Como antes, la ecuacion para g; es

dge _ ()
dt a9

Busquemos una curva X; € g tal que g; = exp(Xy), con ello, si G es conmu-

tativo 4 4
%Xt = —O.)ry <dt’)/>

Xl—XO:—/w:—/dw
o' S

y, el cambio de fase total seria dicha integral.

Ello indica que la derivada exterior de la conexién brinda informacién
sobre lo que podriamos llamar curvatura.

En el caso de un grupo no abeliano no podemos seguir el mismo camino
mas podemos hacernos la misma pregunta.

Para que sea mas simple la idea consideremos que estamos en una tri-
vializacién local donde, ademads, la base se ve como R". Consideremos dos
vectores u,v € R™, un punto p € U y el rectangulo

con lo que

R:[0,1] x [0,1] — R"

(s,t) = p+su+tv

Si pensamos en recorrer una vuelta en dicho rectdngulo (de p a p) exis-

tird un cambio de fase al final, que, posiblemente dependerd del tamano del

rectdngulo. Algo interesante es que no necesitamos dar toda la vuelta para

ver dicha comparacién, podemos, en su lugar, recorrer dos caminos.
Consideremos dos funciones

g,h:[0,1]x[0,1] = G
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//1,///// 7 =
/ / S
—7 7*?’***——%,;,%\ - 7 -

Figura 8.6: Lo que falta para cerrar la curva «constante» en la imagen de
la izquierda es lo que falta para que coincidan las dos curvas «constantes»
de la derecha

y pensémos a g(s,t) y h(s,t) encima de R(s,t). Elijamos ¢g y h de manera
que las curvas g(s,-), g(-,t), h(-,t) y h(s,-) sean «constantes» (transportes
paralelos).

Con ello, el cambio de fase estaria dado por

g(s,t)_lh(s,t)

el limite cuando (s,t) tienden a cero es, claramente, la identidad. Si conside-
ramos derivada en alguna de las direcciones y hacemos otra vez (s,t) tender
a cero obtenemos nuevamente nada de informacién. Pensaremos, entonces,
en la derivada en s y en t cuando (s,t) = 0. Ello estaria bien definido si
consideramos un grupo de matrices (o, en general, un subgrupo de Lie de
un algebra). Este cambio de fase aparece, por ejemplo, si consideramos un
vector o0 € V y la seccién
h(s,t)o

Si derivamos en la direccién de v y luego en la direccién de u obtenemos

dd

% dt [g(sv t)ilh(& t)]a

Ello nos sugiere una nueva definicién. Intentemos con
D,D,S

La pregunta importante es si depende puntualmente de S. Para ello consi-
deremos f, una funcién real en U, y fS el producto de f con S. Deberia
cumplirse D, D, fS = fD,D,S

DuvaS = Du((df : U)S + vaS)
=d*f - (u,v)S +df -vD,S +df -uD,S + fD,D,S
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Este resultado no se ve muy prometedor, pero notamos que es casi simétrico
en vy en v. Se ve directamente que

(DyDy — DyD,)fS = f(DyDy, — DyDy)S

El agregarle dicho término no cambia el resultado pues D, Dyh(s,t)o =0
Es asi que tenemos una opcién para describir la curvatura de la conexién

DuDv - DvDu

Hacer dicha operacién es exactamente igual que hacer D?. Es decir, ya
tenfamos

D:Q%E) - QL(E)

con ello podemos definir
D : QL(E) — Q%(E)

de la misma manera como solemos definir la derivada exterior de 1-formas.
Mas explicitamente, si consideramos la 1-forma

Sdx;

entonces

D(Sd:cj) = D(S) ANdxy
donde, si D(S) =), a;dz; entonces

D(S)Ndxy = Zai dx; N\ dxg

Con todo esto, podemos observar que
D?: Q%(E) — Q%(E)
es una aplicacién C°°(B)-lineal, es decir, es un tensor que en z € B
D?:T,M x T,M — L(E,, E,)

Un inconveniente de dicha idea es que no es intrinseco al fibrado principal
(D estd en un fibrado vectorial asociado). Para establecer una definicién més
intrinseca consideremos todo en una trivializacién local.

D,S=dS -u+w(u)sS
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D,D,S = D,(dS - v+ w(v) S)
= d?S(u,v) + w(u)dS - v+ (d(w®)) - u)S + w(u)dS - v + w(u)w(v)S

con lo que
D,D,S — D,D,S = (dlw(u)) - v —d(w(v)) - u)S + [w(u),w()]S

DyDy — DyD,, = (d¥w)(u,v) + [w(u),w(v)]

Con ello tenemos la 2-forma buscada. Lo que nos falta entender es cémo
depende dicha forma de la trivializacion.
Una manera directa de ver esto es recordar que

Du(gS) =gD,S

donde D representa derivacion en la nueva trivializacién. Con ello,

D, = gDug_l
entonces, o
[Du; Do) = [9Dug ™", 9Dug™ "] = g[Du, D9
esto indica que [D,,, D,] toma valores en el fibrado asociado a P con la accién

adjunta en g.

En resumen, la curvatura es una 2-forma con valores en el fibrado «adjunto».
Las fibras en el fibrado adjunto actiia de manera natural en cualquier fibra-
do asociado F. Esto es debido a cémo cambian las trivializaciones. Mientras
que un vector v sufre el cambio

vV gu
un elemento en F' € g sufre el cambio
F s gFg!

es decir,
Fv— g(Fv)

como se esperaria.

Con esta accién se relacionan las curvatura como 2-forma con valores
en el fibrado adjunto y como 2-forma con valores el fibrado de aplicaciones
lineales en V.
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Entonces, hasta ahora hemos llegado a pensar en el potencial electro-
magnético como una conexién en un U(1)- fibrado principal y el campo
electromagnético como la curvatura definida en el fibrado asociado a la ac-
cién adjunta.

Esto es facilmente generalizable (y se hace usualmente). Se consideran
grupos de mayor dimensién y no conmutativos. El principio variacional que
cumple el campo electromagnético se puede ver en este contexto de la misma
manera.

De manera més general, si el grupo es compacto, existe un producto
interno en g de manera que la accién adjunta es una acciéon ortogonal. En
realidad tenemos algo més general:

Proposiciéon 8.5. Sea G un grupo de Lie y H un espacio de Hilbert.
Entonces, existe un producto interno ((-,-)) tal que la representacion p es
ortogonal. Ademds ambos productos internos generan métricas equivalentes.

Demostracion. Consideremos p la medida de Haar en G de medida total
uno. Definamos

((u,v)) = /G (p(9)u, p(g)v) duyg

El que el integrando sea realmente integrable se sigue de que la repre-
sentacion es continua con la topologia de la norma. El que sea invariante se
sigue de la invarianza de pu. Podemos comparar ambos productos internos.
Denotemos |[|p|| = supye¢ [[p(g)||. Por un lado,

({u, u)) </G\p(g)H2HUHHUIIdug < [lplf*[fu]®

Por otro lado, notemos que

lull < [lp(g™HIlle(g)ull < llollllp(g)ul

Entonces,

lull* = /G lull*dug < HPH2/G lo(g)ull® dug < llp]*((u, u)

Por lo que las métricas generadas son equivalentes.
O

Con ello podemos establecer una métrica en el fibrado asociado a dicha
accion. Como en el fibrado base tenemos una métrica esto indica que en
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el fibrado de 2-formas con valores en el fibrado anterior existe una métrica
también. Es asi que tenemos una accion, generalizacion de aquella asociada
al campo electromagnético.

/M (F, F)vol
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Capitulo 9

Electromagnetismo y
mecanica cuantica

Ahora que tenemos una nueva descripcién del campo electromagnético,
regresemos a revisar como introducir este en la mecdnica cuantica.

9.1. Ecuacién de Schrodinger

Habiamos considerado la ecuacién de Schrodigner

R _, L0

—%V P = Zhalﬁ
Pensemos, entonces, que la funcién de onda es una seccién de el fibrado
vectorial F de fibra C asociado a un fibrado principal de fibra U(1) junto
con la accién usual de U(1) en C. Ya que los cambios de trivializaciones
son isomorfismos complejos, obtenemos una estructura de espacio vectorial
complejo en cada fibra de E. Es mas, estos cambios nos permiten definir una
estructura unitaria en cada fibra, es decir, un producto interno complejo.

Para simplificar, identifiquemos (1) con :R C C En dicho contexto,
introducir el electromagnetismo seria tan solo introducir una conexion.

El fibrado base seria el universo (no relativista), es decir, B = R x M,
donde M es una variedad de dimension 3.

Ya tiene sentido la expresion %7,/), donde la derivacién ahora es utilizando
el campo electromagnético.

Démosle sentido a V2. Usualmente considerdbamos V2 = V - V1.

Ahora Vi — D1 més no tenemos un andlogo del divergente.
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Para construir un andlogo, notemos que, para « : R — Ry F:R" 5 R"
diferenciables
V- (aF)=(Va)-F+aV-F

Con ello tenemos relacionado el divergente con el gradiente. Si las aplicacio-
nes consideradas son de soporte compacto, entonces, claramente

/ (Va)-ﬁ:—/ aVv - F
R4 R4

es decir, el divergente es el dual del (menos) gradiente. Con ello, el divergente
es el codiferencial §. Deberiamos tener también

V2 = 6dv

Para poder escribir § explicitamente, usamos anteriormente el dual de Hod-
ge. ;Qué seria el dual de Hodge en este caso?

Estamos considerando formas con valores en el fibrado vectorial E, es
decir, si fijamos un punto x € B pensamos en una aplicacion k-lineal alter-
nada

Wy : TpyBx..xT,B— FE,

wy € B, @ (TyBA...\NT;B)

Como ya tenemos la aplicacién x de Hodge en T, B A ... AT, B, una manera
de definir esta en F; @ (I;B A ... NTyB) es considerar xp = idg, ® *.
Asi, definimos

6E:*EODO*E

salvo un signo que depende de qué grado consideramos.

Veamos que dg es el dual de —D. Como ya tenemos un producto interno
en F, yuno en T,B A ... AT, B tomaremos el producto tensorial de ambos
productos internos. Es decir, si u,v € E, y w,v € T, BA ... AT, B entonces

(uw,vv) = (u,v){w,v)
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Proposicién 9.1. Sean S € QY (E) y w € Q5(E) de soporte compacto.

/(w,DS)vol+/(6Ew,5)vol =0
B B
Demostracion. Utilizando particiones de la unidad, basta verificarlo para
cuando el fibrado 'y T'M sobre B es trivial. Consideramos secciones orto-
normales ey, ..., e, y denotaremos por dzi, ..., dx, a su dual.
Definimos el simbolo signo; = (dx;, dx;) para simplificar la notacién.
Ademsds, denotaremos por subindices a las componentes en esta base y
no escribiremos los signos de sumatoria (si aparece dos o mas veces el mismo
indice hay que sumar).
Entonces,

/ (w, DS)vol = / (wj @ dzj, DS @ dxi)vol
B B

= / (wi, DS - e;)signo; vol
B

:/ d{w;, S) - e; signo,; vol—/(Diwi,S>signoiv0l
B B

:/ d{(wj, S) - e; signo, vol/(Diwi,S>sign0ivol
B B

Y el otro término es

/ (*D * (w; ® dx;), S)vol = / (*D(w; ® *dx;), S)vol
B B

= /B<>1<(Djwi ® dxj A xdx; + w; @ d * (dx;)), S)vol
= / (D;w;j signo; + w; ® *d * (dz;), S)vol
B
= / (Djwi, S)signo;vol + / (Wi @ *d * (dz;), S)vol
B

B

= / (Djw; , S)signo,vol + / (wiy, S) * d * (dx;)vol
B B
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Queremos que se elimine un término... este podria ser

0:/35(<wi,S>dmi)vol:/B*d*(<wl-,5)d:ni)vol

«d({wi, S) * dx;)vol

*(d(wi, S) A xdx; + (w;, S) d * (dz;)) vol

d(w;, S) - ej * (dx; N *dx;)vol + / (Wi, S) *d * (dx;) vol
B

T E s TS

d{(w;, S) - e; signo; vol + / (wi, S) *dx* (dx;) vol
B

Se sigue, entonces, que

/(w,DS>vol+/(5Ew,S>vol =0
B

B

Definimos el laplaciano como
Al Q% (M) — Q% (M)

A'S =6pdS

donde la derivada es la restriccién de la conexion a M en el tiempo t.
Y regresando a la ecuacién de Schrodinger, esta seria

h? 0

Para simplificar la notacién, hagamos i = 1

Con las ideas introducidas en el capitulo «Coderivada y el lagrangiano
electromagnético» es facil ver que

1 1 0
L= “om <Dt¢, Dt¢> ) <¢a l(’9t¢>

sirve como lagrangiano para la ecuacién de Schrodinger, donde el producto
interno es la parte real del producto interno complejo.
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Finalmente, como ya conocemos el lagrangiano electromagnético pode-
mos sumarlo con el de Schrédinger y obtenemos.

1 1 L0 1
L=~ (D", D'v) - <w,m8tw> +5(FF)

donde F es la curvatura de la conexion.
Perturbemos la conexién con un A de soporte compacto contenido en
una trivializacién.

y derivemos la accién en s.

., /MXR <—1<¢Atw,th>+ (, 2 ) + (F, dA>) vol

Za=
ds m

Si consideramos dicha trivializacion unitaria

£a N 2ma

4, / <1.At(¢Dt¢ — D) + dYrp + (O.F, A>> vol
MxR

con lo que, obtenemos

5F = — 5 (6D — D) + [y %dt

Esto es, lo que obtuvimos como corriente sirve de fuente para el campo
electromagnético.
9.2. Ecuacién de Klein-Gordon

Terminaremos con la llamada ecuacién de Klein-Gordon (aunque descu-
bierta primero por Schrédinger).
Recordemos primero la relaciéon entre momento y energia

E2— 5% —m?
con lo que, haciendo el reemplazo con operadores obtenemos
0 2 2
—@1/’ + V7 = m*y

conocida como ecuacién de Klein-Gordon.
Para interpretar a la 1) podemos intentar como en el caso de la ecuacion
de Schrodinger.
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Multiplicamos por ¥* la ecuacion de K-G. Luego, tomamos su conjugada
y la multiplicamos por .

62

—Yaavt WV = mPp*y

2

0
o+ YV = mip

Restamos ambas ecuaciones
o (—w S+ Y ) + V- (VY =YV =0
Asi, tenemos una nueva corriente. La cantidad
e 9 .
- al/f + 1/1&1#

deberia ser interpretada de manera andloga a la densidad de probabilidad
en el caso de Schrodinger. Sin embargo, esta puede ser negativa (notemos
que si ¢ satisface la ecuacién de K-G entonces ¢* también la satisface).
Por ello necesitamos una interpretacién diferente para esta cantidad: es una
densidad de carga.

Coloquémosla en el nuevo contexto:

Tenemos una variedad de Lorenz (estructura de espacio-tiempo de Min-
kowski en cada espacio tangente) M, y tenemos un fibrado principal P con
fibra U(1) sobre M y E un fibrado vectorial complejo de dimensién uno
asociado a P junto con la accién usual en C .

Definimos el laplaciano en E de la manera mencionada antes y la ecua-
cién de Klein-Gordon se convierte en

AY +m*p =0
y el lagrangiano respectivo

L = (D, DY) + (map, ma)

y, si le agregamos el campo electromagnético,
1
con lo que, realizando un procedimiento analogo al anterior obtenemos
5F = i($ D) — v DY)
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donde hemos obtenido una nueva corriente.

En resumen, hemos descrito el campo electromagnético como una co-
nexién en un U(1)-fibrado principal junto con una particula seccién de un
fibrado vectorial. Este tipo de particulas son conocidas como bosones de
spin cero. En realidad, luego de todo lo hecho es necesario «cuantizar» las
secciones de este fibrado pero esto ya es otra historia.
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Apéndice A

Cohomologia de De Rham en
abiertos de R’

Sea U C R3 abierto. Los objetos a considerar son los campos escalares y
vectoriales en U, esto es, las aplicaciones C'°

p:U—=R (campo escalar)

F:U—>R> (campo vectorial)

Los puntos de R? serdn denotados de manera usual como (z,y, z). Las
componentes de I’ serdn los campos escalares F, Fy y F,. Recordamos el
simbolo V que va a denotar a

o 0 0
V‘(ax’ay@

y las operaciones que podemos hacer con él en los campos serian

w;(fw 99 96

92’ 90 D > (gradiente de ¢)
x’ Oy’ 0z

» <8Fz  OF, OF, 0F, 0F, 0F,

VxF= o9 5 Bs 5 O oy ) (rotacional de F')

oF, O0F, OF, . =
F
pe 9y + P (divergente de F')
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Estas serian las “derivaciones” mas naturales sobre campos en U. De la
manera en la que hemos hecho las definiciones podemos observar que

V x Vo =0
V- (VxF)=0

;,Qué interpretaciones podriamos darle a estas derivaciones?
El gradiente, por un lado, es un vector V¢ tal que

. 9¢

vVO= 55

es decir, guarda la informacion de todas las derivadas direccionales. Una
manera intrinseca de definirlo serfa tomar el diferencial de ¢ y convertirlo
en vector con ayuda del producto interno canénico en R3.

El divergente, por otro lado, se podria definir considerando la traza del
diferencial de F. Como la traza es la derivada del determinante en la iden-
tidad, notamos que el divergente tiene que ver con un cambio de volumen
infinitesimal. Si consideramos un prisma de lados l;,[,, ., con vértice en el
punto (xo, Yo, 20) podemos considerar la integral del campo Falo largo de
la superficie de dicho prisma orientado segtin la normal exterior. Explicita-
mente, el prisma serfa el que tiene vértices

(w0 + ady,yo + Bla, 20 + 7l3) con a, B, € {0,1}

Al integrar, por ejemplo, a lo largo de la cara con vértice (xg,yo, 20)
perpendicular al eje z, obtendriamos (aproximadamente)

—F. (20,0, 20) 112

donde hemos tomado a —F,(xg, Yo, 20) como aproximacién de la ‘media’
en esa cara y el signo menos se debe a la orientacién escogida. Sumando los
seis términos (uno para cada cara), obtenemos

[F>(x0,Y0, 20 + 13) — Fx(z0, Y0, 20)] 1112+
[Fy(z0,yo + l2, 20) — Fy(x0, Yo, 20)]l2l3+
[Fx(xo + U1, Y0, 20) — Fz (20, yo, 20)]I3h

que, dividido entre el volumen del prisma [il2l3 y haciendo l1,ls y I3
tender a cero seria

V-F
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lo que explica el nombre (mide qué tanto diverge el campo vectorial de
un punto).

Si hacemos algo andlogo en dimension dos pero considerando integral de
linea obtenemos que, si F = (Fy, Fy) es un campo en R? y consideramos
un rectdngulo de lados 1,2 con un vértice en (g, yp) orientado en sentido
antihorario, obtenemos que la integral de linea de F alo largo de dicho
rectangulo es

Fo(zo,y0)l1 + Fy(xo + 11, yo)la — Fr(zo,y0 + l2)l1 — Fy(xo,90)l2

entre el area del rectangulo 1l y haciendo [; y lo tender a cero obtene-
mos

OF, 0F,
Oz oy

Esto nos hace recordar la definicion de rotacional. Una interpretacion
natural del rotacional seria que

h-VxF

es igual a la integral a lo largo de un rectdngulo infinitesimal ubicado
en el plano perpendicular a 7 con la orientacién correspondiente (usando la
regla de la mano derecha) divida entre su &rea.

Las interpretaciones obtenidas hasta ahora nos sugieren el teorema co-
nocido como teorema de Stokes:

¢(pf)_¢<pi)—?gr¢—/FV¢-dI‘

j'{ ﬁ.dr:/vXﬁ-dS
oS S

7{ ﬁ-dS:/v-ﬁdv
ov 1%

Una pregunta interesante es cudndo un campo tiene alguna primitiva con
respecto a alguna de estas derivaciones. Por ejemplo, jcuando un campo
vectorial es el gradiente de un campo escalar? Notamos que si F = Vo
entonces V x F = 0. Nos preguntamos si esta condicién es suficiente. Si
consideramos una curva cerrada, quisieramos que la integral a lo largo de
dicha curva sea cero para poder obtener una primitiva. Por la ecuacion del
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teorema de Stokes que involucra el rotacional notamos que bastaria que
la curva subtienda una superficie. Sin embargo, no siempre esto es posible
(la regiéon U puede tener obstrucciones), por lo que es de esperarse que
no siempre sea una condicion suficiente. Para estudiar mejor estas ‘fallas’
definimos

Z°U) ={¢:U =R’/ V¢ = 0} BY(U)={¢:U =R’/ ¢ =0}
Z\U)={F:U -R3 VxF =0} BYU)={F:U - R*/ F=V¢}
ZXU)={F:U—>R’/V-F=0} BXU)={F:U—-R3/ F=V xG}
Z3U) ={¢: U - R%} B3U)={¢:U =R/ ¢=V -G}

H°(U) = Z2°(U)/B°(U)

H'(U)=2'(U)/B'(U)

H*(U) = Z*(U)/B*(U)

H*(U) = Z°(U)/B*(U)

El espacio vectorial Hy(U) recibe el nombre de k-ésimo grupo de coho-
mologia de U. Nos otorga informacién topoldgica acerca de U. Por ejemplo,
la dimensién de Hy(U), si es finita, nos indica la cantidad de componentes
conexas de U.

El ejemplo mas sencillo es el del 0-ésimo grupo de cohomologia. Este in-
dica la cantidad de componentes conexas. Explicitamente, si x es la cantidad
de componentes conexas del abierto U € R?, entonces

HO(U) ~ RX

Al primer nivel (es decir, H'(U)), el grupo de cohomologia est4 relacio-
nado al grupo fundamental. Por ejemplo, si el grupo fundamental de U es
nulo, entonces H(U) = 0 o, si el grupo fundamental de U es Z, H(U) ~ R.

Al segundo nivel (es decir, H?(U)), el grupo de cohomologia esté re-
lacionado al segundo grupo de homotopia. Por ejemplo, si consideramos
U =R3 — {0}, entonces H?(U) ~ R y es generado por el campo

G:R®- {0} > R @(F):T%

Si considearmos R? menos n puntos, el grupo de cohomologia serd iso-
morfo a R" y los generadores serian el campo G desplazado adecuadamente.

Con esto terminamos de comentar la cohomologia de subconjuntos en
R3 para pasar a comentar la cohomologia en variedades diferenciables en
general.
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Apéndice B
Cohomologia de De Rham

Pensemos primero en generalizar las tres operaciones principales que
definimos con V.

Si queremos definir una derivacién consistente con el apéndice anterior
pero sin utilizar toda la estructura mencionada podemos notar que, si que-
remos realizar la integral de linea de Falo largo de una curva

/ﬁ-dr
T

—

basta con considerar la forma lineal <F7 > Es decir, de una manera mas
intrinseca podemos integrar 1-formas a lo largo de caminos en lugar de
campos vectoriales (para los que necesitariamos un producto interno).

De igual manera, al realizar una integral de superficie consideramos una
parametrizacién ¢ : U — R3 y la integral del campo F es

3 op 9%
[ (Fota. 52 x5 ) dway

pero, si no requerimos de un producto interno, podemos pensar en F como
una 2-forma, es decir, una aplicacién diferenciable F' : V C R? — A%(R3)
donde A%(R?) es el espacio de todas las formas bilineales antisimétricas en
R3. La integral de superficie serfa

b O
Jr (5ersy) e

Por dltimo, la integral de volumen, no necesita de mucha estructura, pe-
ro si deseamos ponerla en un contexto analogo podriamos pensar en integrar
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3-formas, es decir, aplicaciones diferenciables F' : V C R — A3(R3) donde
A3(R?) es el espacio de todas las formas trilineales alternadas en R3. Pode-
mos pensar en la aplicacién identidad como la parametrizacién considerada
con lo que la integral se veria como

9¢ 09 0¢
22 22 Z7
/V (&C, ay’ 82) dxdydz

Ahora, si consideramos M una variedad diferenciable de dimensiéon n y w
una n-forma, podemos definir [ w utilizando una parametrizacién ¢ : U —
M (si w se soporta en dicha parametrizacion).

- 96 ¢

La buena definicién de ello es debido a que, si consideramos T : A —
B difeomorfismo entre abiertos de R™ y w una n-forma en B de soporte

compacto (en B)
/T*w:/w
A B

Luego de aprender a integrar formas en variedades, necesitamos introdu-
cir una derivacién que sea analoga al V. Ya que la derivada de una k-forma
tiene que poder integrarse en un objeto de dimension k+1, consideremos una
n — 1-forma en R™ que se escriba como F' dzi Adxo A ... ANdz,_1. Integremos
esta n — 1-forma en la superficie del paralelepipedo con vértices

(1 + aqly, ..., Tp + aply) con «o; € {0,1}

Podemos darnos cuenta que solo hay dos caras donde la integral es di-
ferente de cero: Las caras perpendiculares a e,. Con ello la integral es (eli-
giendo la orientacién hacia afuera)

(Fx—‘renln - Fgc) ll...ln,1

Si queremos una analogia con el caso de R? debemos dividir entre [,, y
multiplicar por él.

(Fw+enln_Fx)l l Nai
ln b Oy,

Con ello, la derivada de F'dx1 Adxzy A ... A dx,_1 tiene que ser

(x)llln

dF Ndxo N ... Ndxp_1
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que vendria a ser una antisimetrizacion de

dF @ dxqy Ndxg A ... ANdxp—1

que es la derivada usual. Asi definimos la derivada de una k-forma w como
la antisimetrizaciéon de

dw?
k!
donde dw es la derivada usual y el superindice A denota antisimetrizacién
definido en tensores simples por

UL @ .. @ Uy = Z(—l)"(l)uil ® ... ® U4,
I
donde I = (i1, ...,1,) y o(I) denota al signo de la permutaciéon (1,...,n) — I.
Como es esperado, esta derivada estd bien definida en una variedad di-
ferenciable arbitraria.
Consideremos, entonces, una variedad M. Denotemos por Qk(M ) al es-
pacio de todas las k-formas en M. Definamos

ZE(M) = {w e Q¥(M)/ dw =0}

el nicleo de la nueva derivacion. Sus elementos seran llamados k-formas
cerradas. Definamos también

B¥(M) ={we Q¥(M)/ v e Q* 1 (M) : w=dv}

la imagen de la nueva derivacién. Sus elementos seran llamados k-formas
exactas. Definiremos también B(M) = {0}. Y, por tltimo, el cociente (no-
tar que B¥(M) C ZF(M))

H"(M) = Z*(M)/B*(M)

que sera llamado k-ésimo grupo de cohomologia de M.

Una pregunta importante es si los grupos de cohomologia en realidad
capturan informacion topoldgica, es decir, si dos variedades M y N son
homeomorfas sus grupos de cohomologia son isomorfos (como espacios vec-
toriales). Para ello queremos que un homeomorfismo f : M — N genere
un isomorfismo f, : H*(M) — HF(N). El inconveniente es que el grupo de
cohomologia estd bien definido en la categoria diferenciable por lo que ello
no seria tan natural. Una aplicacién diferenciable f : M — N si genera un
morfismo f* : H¥(N) — H¥(M) de manera natural. Este es, simplemente,
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inducido por el pullback en k-formas. Su buena definicién se sigue de que
f*dw = d(f*w), propiedad que es importante para verificar directamente la
buena definicién de la nueva derivada.

Para definir el pullback de una aplicacién continua podriamos, entonces,
intentar «aproximar» dicha funcién continua por una diferenciable y definir
el pullback como el pullback de la aplicacién diferenciable. El inconveniente
es que, para su buena definicién, necesitamos que dos aplicaciones difencia-
bles «cercanas» posean el mismo pullback. La nocién de cercania més burda
serfa la nocién de conexidad, es decir, la homotopia (entre aplicaciones).

Consideremos dos aplicaciones f,g : M — N tal que existe una aplica-
ciéon H :[0,1] x M — N diferenciable con

H(0,z) = f(x) H(l,x)=g(x) VYrxeM

es decir, H es una homotopia diferenciable entre f y g (més estrictamente

de f ag).

Esperemos que f* = g*

Teorema B.1. Sean U C R™ y V. C R"™ abiertos. Sean f,g : U — V
aplicaciones diferenciables y H una homotopia diferenciable entre ellas. Se
cumple que f* = g*.

Demostracion. Ya que tenemos una homotopia diferenciable, podemos de-
finir H* : QF(V) — QF([0,1] x U). Asi, si consideramos las aplicaciones

i0:U —[0,1]x U iU —[0,1]xU

x> (0,2) x— (1,z)

Nos damos cuenta que, ya que f = Hoiygy g = H o1y, se cumple
[f=ijoH"yg"=i]oH".

Lo que necesitamos es que, si w € Z¥(V), entonces f*(w) — ¢g*(w) €
Bk(V). Con la relacién anterior, nos damos cuenta que solo necesitamos que
si w € Z%([0,1] x U) entonces ifj(w) — i} (w) € BX(V).

Para ello usaremos la notacién (t, z1, ..., Zm) € [0,1] x U y las notaciones
andlogas para formas. Con esto,

w:ZE[dI[—f-ZBjdt/\de
1 J

y podemos escribir
ip(w)(x) = Er(0,x)dxr

94



i (w)(z) = Z Er(1,z)dxs

Sabemos que w es cerrada. Hallemos dw

0E;

do=>_ (d(EI)z + atdt) Ndzp+Y d(By)a AdtAdzy =0
1 J

donde el subindice x indica que es derivada solo en x € U sin considerar
la variable t. Considerando solo la parte que contiene a la variable ¢, tenemos

OF
dt/\(E a—tfd:cf—E d(BJ)x/\d:UJ>:O
I J

es decir, lo que esta entre paréntesis se anula.

0
a E Erdz; = E d(BJ)x/\dJ}J
1 J

Esta relacién es muy similar a la ley de Faraday y seria otra motivacion
para la notacién en formas diferenciables dada en el capitulo 4.

Lo que hemos logrado verificar, entonces, es que el cambio infinitesi-
mal entre los pullback es exacto, de donde se sigue que el cambio total es
exacto (utilizando la regla de Leibniz para intercambiar derivada en z con
integracion en t).

O

Ahora, para verificar el mismo teorema pero entre variedades basta ver
que la curva de formas ) ; Bydx; estd bien definida. Pero ello es cierto,
pues basta considerar i; (¢;(w)) donde ¢; es el producto interior con el campo
(globalmente definido) .

Con esto, podemos verificar el siguiente

Teorema B.2 (Invarianza por homotopia). Sean M y N wvariedades dife-
renciables.
Si M es homotdpica a N entonces H¥(M) ~ H*(N) para todo k.

Demostracion. Recordemos primero que

1. Toda aplicacién continua es homotdpica a una diferenciable.

2. Sidos aplicaciones diferenciables son continuamente homotoépicas, tam-
bién son diferenciablemente homotdpicas.
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Asisi f: M — Ny g: N — M son inversas homotdpicas, entonces
existen f y § diferenciables homotépicas a f y ¢ respectivamente. Se sigue
que son inversas homotodpicas. Luego, f o g es también diferenciablemente
homotdpica a la identidad por lo que

g o [T =idgr(y
De la misma manera
frog" =idgrar

y queda demostrado lo afirmado. O

De esto se sigue la invarianza por homeomorfismos.
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Apéndice C
Campos vs formas

En el apéndice A y en el apéndice B hablamos sobre cohomologia de dos
maneras distintas. Relacionémoslas.

Antes que nada, nuestro contexto serd R? como espacio orientado con
producto interno. Denotaremos a la base canénica por {Z, 7,2} y a su dual
como {dzx,dy,dz}

De esta manera, un vector A= (Az, Ay, A.) se puede ver también como
una 1-forma.

Ap + Ay + A2 —— Apdx + Aydy + A.dz
Es mas, utilizando el dual de Hodge, se puede ver también como una 2-forma
A2+ Ay + A2 <— Apdy Ndz + Aydz Ndx + A.dx A\ dy

De la misma manera, una 3-forma se puede ver como un numero real. Sea
a € R, la relacién es
ade Ndy Ndz +— a

Para simplificar la notacién ademés de considerar A*(R3) usaremos A (R3)
con lo que una k-forma se vera también en A(R3).

Ahora, consideremos los dos simbolos dy V. Si ¢ : U € R? — R entonces,
esencialmente

Vo = do

(donde la relacién es gracias al producto interno).
,Qué serdn el rotacional Vx y el divergente V- ?
Para proceder intuitivamente, pensemos en el producto vectorial x .
Recordemos que



pero, otra vez, esencialmente
«(vol(A,B,C)) = ANBAC

donde la relacion viene dada por el dual de Hodge.
Con ello,

—

[(/TX é).é} FANGAE=(ANBYAC
es decir, esencialmente
AxB=AANB
Asi, el producto vectorial es, simplemente, el producto exterior de 1-formas.
.Y el producto interno?

El producto interno seria simplemente el producto interno de siempre...
pero también podriamos entenderlo como sigue

W(A-B) = An+B

Asi, podemos entender de una manera mas intuitiva (en realidad, formal-
mente) qué es el rotacional y el divergente.

VxF=dAF
lo que seria simplemente la derivada exterior para 1-formas.
«(V-F)=dnxF

es decir
V- -F=-6F

Con esto, podemos relacionar directamente los grupos de cohomologia defi-
nidos.
Otra propiedad que utilizamos anteriormente (capitulo 1) es

V2E=V(V-F)—=VxVxF

la cual es reminiscente de la relaciéon

— - =

Ax(BxC)=B(A-C)—(A-B)C

reemplazando A y B por V y C por F.
En el contexto de formas esta relacion se convierte en la definicién de
laplaciano. Recordemos que, si w es una 1-forma, entonces

Aw = ddw + déw
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y, si consideramos

V(V-F)=—déF
VXV xF=dxdF

obtenemos

AF = —V?F
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Apéndice D
Cono de luz

Fijemos un espacio-tiempo orientado temporalmente con cono temporal
positivo T

Ya sabemos que el espacio T de vectores temporales se divide en dos
componentes conexas, Tty T~ = —T+

En este apéndice estudiaremos el conjunto de vectores luminosos

C={veV/Q) =0} C = C — {0} (cono de luz)

(C es, en realidad, la clausura de C pues C' es cerrado y el cero es punto de
acumulacién de C).

Lo primero que podemos darnos cuenta (graficamente) es que C' también
estaria conformado por dos componentes conexas las cuales, intuitivamente,
deberfan ser el borde de T+ y T~ (sin el cero).

Primero notemos que, si u es un vector de luz y v es temporal entonces
B(u,v) # 0 pues de lo contrario B restricta al espacio ortogonal a v no seria
definido positiva.

. Qué sucede si u y v son vectores de luz y B(u,v) = 07 Si u y v fue-
ran linealmente independientes entonces generarian un espacio «de luz» L
de dimensién dos y, si consideramos un espacio P «positivo» de dimension
tres, tendriamos que L NP = {0} y dimL + dim P > 4 lo que es una
contradiccién. Con esto, si u y v luminosos son ortogonales, entonces son
paralelos.

Fijemos ey € T normalizado y consideremos

Ct={reV/Q(z)=0, B(x,ep) > 0}

C™={zxeV/Qx)=0, B(x,e0) <0}
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uno el opuesto del otro. Debido a la continudad de B(-,ep) y a que no toma
el valor cero en C sabemos que un elemento de C* no se puede conectar con
uno de C'~ manteniéndose en C'. Queremos verificar que ambos son conexos.

Proposicién D.1. CT es conexo (y, por lo tanto, C~ = —C™T también lo
es) si la dimension del espacio-tiempo es mayor o igual que 3.

Demostracion. Para verificar esto tomemos el espacio afin
A=co+ep ={veV/ Bve) =1}

que representa al conjunto de eventos que ocurren en el instante ¢t = 1.

Los haces de luz que parten en el origen al instante uno deben estar
ubicados en una esfera de radio uno con centro en el observador. Esto es,
si dotamos a A de la estructura de espacio vectorial con producto interno
inducida por la funcién

g — A

T e+ x

Notamos que, con esta estructura, A N L' es la esfera de radio uno en A.
Estoes, x € eé- estd en la esfera de radio uno, es decir, B(z,z) = —1 siy solo
si B(z+ep,x+ep) = 0. Una manera mds directa de verlo es en coordenadas.
La condicion en este caso es simplemente

12—+ +22=0

que claramente identifica a una esfera.

Ahora basta notar que si u € LT entonces Blue) € L™ se encuentra
en A con lo que podemos formar un retracto por deformacién y el tipo de
homotopia de LT serfa el de una esfera de dimensién uno o mas.

Para ver directamente la conexidad, basta ver que todo punto de L™ se

puede conectar con un punto en la esfera.

O]

Por la conexidad de T, para todo v € C* y v € TT se cumple que
B(u,v) > 0. Gracias a esto podemos ver que la suma de un vector en C*
con uno en T estd en TT. Verifiquemos que CT es el borde de T'" sin el
cero.

Proposicién D.2. 9Tt — {0} = C* (y, por lo tanto, 0T~ — {0} =C~)
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Demostracién. Sea u € CT, consideremos t € T arbitrario, entonces
u+tt/n—u st n— o0

es decir, C* C 0T+

Como T es abierto, 9Tt C V —TT.

Como T~ es abierto, 0T+ CV —T~.

Con esto, si u € T entonces Q(u) = 0, es decir, 9T C C.

Como B(eg,v) > 0 para todo vector en T+ lo mismo pasard para cada
vector no nulo en 9T por lo que 9T — {0} C C*. Por lo tanto,

ort —{0} =C*
O

Ahora, podemos ver que si u,v € C* entonces B(u,v) > 0y es cero si y
solo si son proporcionales. De ello se sigue que v +v € T" si w y v no son
proporcionales.
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Apéndice E
Teorema de Zeeman

Consideremos un espacio-tiempo de Minkowski V' orientado temporal-
mente, es decir, con T escogido. Tenemos ya definido C* del apéndice
anterior.

Definicion E.1. Diremos que una biyeccion f:'V — V es un isomorfismo
de luz si se cumple que, Vx,y € V

fl@)—fly)eCt=az—yecCt

El objetivo de este apéndice es determinar todos los isomorfismos de luz.
Primero que nada, podemos relacionar el cono de luz con el cono de
tiempo. En realidad, un morfismo de luz también satisface

Proposicion E.1. Sea f un isomorfismo de luz, entonces
f@)=fly) eT" =a—-yeT"

Demostracién. Recordemos que la suma de vectores en CT resulta ser un
vector en T U C. Equivalentemente, si 2,y € V y existe un z € V tal que
z—y, v —2¢€CT entoncesx —y € TTUCT

Reciprocamente, x —y € T U CT implica que existe un z € V tal que
z—y,x—z € CT.En caso x—y € C", podemos tomar, simplemente, z = (z+
y)/2. Caso contrario, tomemos un vector cualquiera [ € C* y consideremos
la recta parametrizada por s € R y dada por s — sl. Busquemos que el
punto z sea de la forma z = y + sl para algin s. Este punto también debe
cumplir que x — z € C, es decir, Q(z —y — sl) = 0. Pero Q(z —y — sl) =
Q(z—y)—2sB(x—y,1) es mayor a cero en s = 0 y, dado que B(z—y,1) > 0,
tiende a menos infinito cuando s crece. Esto quiere decir, por continuidad,
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que, para algin s > 0, esta cantidad es igual a cero con lo que hemos
conseguido el z buscado.
Entonces, un isomorfismo de luz f satisface que

r—yeT <= 3JzeVtaquer—2z2—-—ycC perox—y¢C"
<= 3z €V tal que f(z) - f(2), f(2) — f(y) € C" pero f(z) — f(y) ¢ C*
<= 3f(2) € V tal que f(x) - f(2), f(2) — f(y) € CT pero f(z) — f(y) ¢ CF
= flx) - fly) eT"

O]

Lo siguiente que podemos darnos cuenta es que tales isomorfismos de
luz son aplicaciones continuas. Para ello notemos que podemos formar una
base de la topologia de V' ayuddndonos de los conos temporales (positivos y
negativos). Lo que verificamos en la proposicién anterior es que una de tales
biyecciones lleva un cono temporal positivo en un cono temporal positivo y,
al mismo tiempo, uno negativo en uno negativo. Sea x € V', denotemos

Tfr=T%+x T, =T +ux
Los elementos basicos a considerar seran, para cada x,y € V
Tioyy =T, NT,f

Proposicién E.2. El familia {T(,y)}zyev forma una base para la topologia
usual en V.

Demostracion. Primero, notemos que dicha familia estda conformada por
abiertos. Luego, consideremos una base ortonormal {e,} y con ello un pro-
ducto interno definido positivo (para obtener la topologia usual en V). La
relacién entre la forma cuadratica nueva y la antigua es

Q positivo (v) = 205 — Q(v)

donde vy es la componente asociada a eg.

Dado que la base de bolas y la familia {T(;,)}= ey son invariantes por
traslaciones y rescalamientos, podemos simplificar la prueba (la notacién, en
realidad). Tomemos la bola centrada en 0 € V' y de radio 1 y busquemos un
cono positivo y uno negativo tal que su interseccion esté contenida en dicha
bola y contenga al punto 0. Los conos buscados son faciles de visualizar.
Tomemos, los vértices eg y —eg y el cono negativo y positivo asociados
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respectivamente a dichos vértices, es decir, tomemos T, _,
un punto a en la interseccién de dichos conos. Entonces,

)- Consideremos

eg—acTt

ep+aeTt
y lo que queremos verificar es que

2a% — Q(a) < 1
Notemos que, si ag > 0 entonces
1+ Q(a) —2ap = Q(eg —a) >0
y, como ag < 1 (pues eg(eg — a) > 0), tenemos que
14+ Q(a) — 243 > 1+ Q(a) — 2a9 > 0

que es lo que queriamos verificar.
Y, si ag < 0, podemos usar que

14+ Q(a) 4+ 2ap = Q(ep +a) >0
con lo que, otra vez, por ag > —1, tenemos
14+ Q(a) — 248 > 1+ Q(a) + 2a¢ > 0
O

Asi, hemos verificado que dichas intersecciones de conos positivos y ne-
gativos forman una base y, por lo tanto, los isomorfismos de luz son homeo-
morfismos.

Verificaremos que un isomorfismo de luz lleva rectas en rectas. Y lo que
se esperarfa de dicho resultado es que dicho isomorfismo sea lineal (afin),
ello se verificard en el siguiente apéndice.

Primero podemos darnos cuenta de que lleva rectas de luz en rectas de
luz (una recta de luz seria el desplazado de subespacio generado por un
vector de luz).

Fijemos la siguiente notacién:

C={veV/Q) =0}

y, si x € V entonces

Co,=CHz
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Proposicion E.3. Un isomorfismo de luz lleva rectas de luz en rectas de
luz.

Demostracion. Esto es debido a que lleva conos de luz en conos de luz.

Consideremos una recta de luz L y dos puntos x # y € L, entonces
verifiquemos que L = C, N C,,.

Elque L C C, NCy se debe a que z —y € C.

El que C;NCy C L se debe a que, si z € C;NCYy, entonces z—x, 2—y € C
y, por lo tanto, como (z —z)+ (z —y) =2z —y, B(z—z, z —y) =0, lo cual
solo es posible si (z — z) || (z — y).

Asi, rectas de luz son enviadas en rectas de luz. O

;Seréd que envia planos en planos?

El primer plano que podriamos considerar es el ortogonal a un vector
de luz. Estos son subespacios de codimensién uno donde B es degenerado.
Consideraremos sus desplazados.

Proposicion E.4. Un isomorfismo de luz lleva desplazados de subespacios
«degenerados» de codimension uno en conjuntos del mismo tipo.

Demostracién. Consideremos un vector a € Ct y la recta de luz L = (a)
generada por él. Tomemos el plano

P=1"L"t

Verifiquemos que
p=olJTt
z€eL

Para ello basta ver que

U7 ={yeV/Blay) >0}
zeLl

Una inclusién es directa: Siy € T, con z = A\a € L, entonces y = x + (y —
x) = Xa + (y — z) con lo que B(a,y) = B(a,y —x) > 0.

Por otro lado, si B(a,y) > 0 podemos tomar A lo suficientemente nega-
tivo tal que Q(y — Aa) = Q(y) — 2AB(a,y) > 0.

Con esto, considerando desplazamientos y utilizando la continuidad, que-
da verificado lo deseado. O
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Si consideramos un subespacio vectorial espacial de codimensién dos,
lo podemos realizar como la intersecciéon de dos subespacios del tipo antes
mencionado. Para ello consideramos, primero, su espacio ortogonal (de di-
mensién dos con exactamente dos rectas de luz). Tomemos las dos rectas
de luz y notemos que dicho espacio de codimensién dos estéd incluido en la
interseccién de los espacios ortogonales a dichas rectas. Fijandonos en las di-
mensiones de los espacios notamos que la interseccion debe ser exactamente
el espacio deseado. Es por ello que los isomorfismos de luz llevan subespacios
espaciales de codimension dos en otros del mismo tipo. Entonces, un isomor-
fismo de luz envia desplazados de subespacios espaciales de codimension dos
en conjuntos del mismo tipo.

De la misma manera, si consideramos un subespacio espacial de codi-
mension tres, podemos tomar una base ortonormal en él y extenderla a una
base ortonormal de V. Con esto, considerando los dos vectores espaciales de
la base que no estan en dicho subespacio, podemos ver que él es interseccion
de dos subespacios de codimensién dos.

Proseguimos hasta llegar a considerar rectas espaciales.

Proposicion E.5. Un isomorfismo de luz lleva rectas espaciales en rectas
espaciales.

Falta ver que uno de tales isomorfismos lleva rectas temporales en rectas
temporales. Notemos que toda recta temporal es interseccién de dos subes-
pacios no degenerados de dimensién dos y de indice uno. Podemos ver ello
tomando una base como antes.

Basta verificar, entonces, que un isomorfismo de luz lleva desplazados de
dichos espacios de dimensién dos en andlogos. Fijemos uno de tales subes-
pacios. Tomemos una base {eg, e;1}. Verifiquemos que la imagen de dicho
subespacio es andlogo. Los vectores ep/2 + e; y eg/2 — e; son espaciales
con lo que tenemos dos rectas espaciales. Veamos que la imagen de dichos
subespacios generan (como espacio afin) a la imagen del subespacio de di-
mensién dos considerado. Sea x un punto en dicho espacio (generado por
eo y e1). La recta que pasa por z y tiene direccién e; es una recta espacial
contenida en dicho plano y cruza a las recta ((eo/2 + €1)) v ((eo/2 — e1))
en los puntos 2B(z, eg)(eo/2 + e1) y 2B(x, ep)(eo/2 — e1), respectivamente.
Por lo tanto, su imagen es una recta espacial que cruza a las imagenes de
las rectas ((ep/2 4+ e1)) y {(eo/2 — e1)) con lo que pertenece al espacio afin
generada por ambas.

Proposiciéon E.6. Un isomorfismo de luz lleva rectas en rectas

Y, por el apéndice E son transformaciones lineales afines.
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Tomemos una transformacién lineal f que es un isomorfismo de luz.
Tomemos un vector temporal ey normalizado. Llamemos €y a su imagen.
Consideremos r un vector espacial normalizado ortogonal a eg y 7 su imagen.
Entonces, f envia eg + r en ég + 7. Como ey + r, eg — 1 son vectores de luz,
€y + 17y éy — 7 también son vectores de luz y, por lo tanto,

Q(eo) + 2B(o,7) + Q(F) = Q(eg +7) = 0

Q(éo) - 2B(é0,77) + Q(F) = Q(éo _ 77) =0

Es decir,
Q(eo) +Q(r) =0
B(ep,7) =0
Esto es, f restricta a eé- es el multiplo de una aplicacién ortogonal y, si
tomamos {ep, €1, ..., e, } una base ortonormal, con las consideraciones ante-

riores, su imagen por f es un multiplo de una base ortonormal. Esta prueba
sirve también para verificar la siguiente

Proposicion E.7. Sea V' un espacio vectorial real y Q1, Q2 dos formas
cuadrdticas en V tal que

{veV/Qi(v) =0} = {v e V/Qa(v) =0} # {0}
entonces, Q1 = AQ2 para algin A € R*

Con ello hemos verificado que un isomorfismo de luz es una aplicacion
ortogonal que preserva la orientaciéon temporal salvo traslaciones y dilata-
ciones (positivas).

108



Apéndice F
Rectas en rectas

Sabemos que todo isomorfismo lineal lleva rectas en rectas. En este
apéndice queremos probar que toda biyeccién que lleve rectas en rectas (y
preserve el origen) es un isomorfismo. Notamos que esta propiedad no se
cumple si el espacio tiene dimensiéon 1, pues toda biyeccion lleva la dnica
recta en la unica recta. Por lo tanto, nos seran tutiles los subespacios de
dimension 2.

Empezaremos con la siguiente

Definicién F.1 (rectas). Sea V un K - espacio vectorial. Una recta en V
es un subconjunto R tal que D = {b—a € V/ a,b € R} es un subespacio
de dimension 1 y no existe R’ 2 R tal que Dy tiene dimension 1.

Notamos que si R C V es una recta, y a € R entonces se cumple que
R=a+Dr={a+2z€V/x € Dr}. Reciprocamente notamos que si W es
un subespacio de dimensién 1 y a € V entonces a + W es una recta.

Proposicion F.1. Sea V un K - espacio vectorial. Dados a # b € V existe
una unica recta Ry, que los contiene.

Demostracion. Tomamos W = (b — a) el subespacio generado por b — a.
Tenemos entonces que Ry, = a + W es la tnica recta que los contiene pues,
si alguna recta Ry los contiene, entonces Dp, contiene a b — a y, por ser de
dimension 1, es igual a W. Entonces Ry =a + W. O

Vamos a denotar por R, C R? a la recta que contiene a los puntos (0,0)
y a (1,0) (el eje x) y por R, C R? a la recta que contiene a (0,0) y a (0,1)
(el eje y). Notamos que R, = ((1,0)) (el subespacio generado por (1,0)
que R, = ((0,1)) (subespacio generado por (0,1))

y
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Definicién F.2 (paralelismo). Sea V un K - espacio vectorial. Decimos que
dos rectas Ry y Ro son paralelas si Dr, = Dg,.

Proposicion F.2. Sean V un K - espacio vectorial de dimension 2, f :
V — V una biyeccion que lleva rectas sobre rectas y Ry y Ro dos rectas en
V. Si Ry y R son paralelas entonces f(Ry1) y f(Rg) son paralelas.

Demostracion. Para esto notaremos que, en un espacio vectorial de dimen-
sion 2, dos rectas diferentes son paralelas si y solo si son disjuntas. Para
ver esto, si R; es paralela a Rp y * € Ry N Ry entonces, Ry = x4+ Dpg, =
x+Dpr, = Ry (son iguales). Por otro lado, si Ry no es paralela a Ry entonces
Dpg, # Dg, vy, tomando 0 # z € Dg, vy 0 # y € Dpg, tenemos que {z,y} es
una base de V por lo que, si tomamos a € R; y b € Ro, tenemos que existen
s,teKtalque Ry da+sz=b+ty € Ry, estoes, RRNRy #0 .

De aqui se sigue que si dos rectas son paralelas y diferentes, ellas son
disjuntas y, por ser f una biyeccion, sus imagenes son dos rectas disjuntas
(y, por lo tanto, diferentes) por lo que son paralelas. ]

Teorema F.1. Sea f : R? — R? una biyeccion que lleva rectas sobre rectas
y fja el (0,0). Entonces f es una aplicacion lineal.

Demostracion. Sean = e y las imédgenes de (1,0) y (0,1) respectivamente.
Usando la primera proposicién, vemos que f(R,) = [recta que contiene a x
y a 0] = (z) y, de la misma manera, f(R,) = (y). Notamos que el conjunto
{o,y} es Li. pues (2) 0 (y) = F(Ra) N F(Ry) = F(Ro 01 Ry) = {£(0)} = {0}.
Tomamos T : R? — R? una transformacién lineal que lleva = en (1,0) y y
en (0,1). Entonces T o f lleva rectas sobre rectas y fija el (0,0), el (0,1) y
el (1,0). Serd necesario y suficiente probar que toda biyeccién con dichas
caracteristicas es la identidad:

Lema 1. Sea f : R? = R? una biyeccion que lleva rectas sobre rectas y fija
el (0,0), el (0,1) y el (1,0). Entonces f es la identidad.

Demostracién. Notamos que f(R;) = R, y f(Ry) = Ry. Observamos, en-
tonces, que, si a € R?, se cumple f(a + R,) = [recta que contiene a f(a) y
es paralela a R;] = f(a) + R, y se cumple f(a + Ry) = f(a) + Ry.

Con esto tenemos que, si a y b tienen la misma coordenada z, enton-
ces f(a) y f(b) tienen la misma coordenada z. Igualmente considerando la
coordenada y. Entonces, si consideramos las inclusiones

ir :R—=R? z (z,0)

iy:R—>R2 y— (0,y)
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y las proyecciones
1. R2 SR (z,y)—

ﬂy:RQ—HR (z,y) —y

tenemos que
f(@,y) = (ma{ flia ()]}, my{ iy (9)]})
Definiendo f, = 7,0 foiyy fy, =m0 foi, tenemos f = f, X fy.

Ahora, usando que f((1,0) + Ry) = f(1,0) + Ry, = (1,0) + R, y que
f((0,1) + R;) = (0,1) + R, llegamos a la conclusién de que f({(1,1)}) =
FUCL0) + By] N [(0,1) + Re]) = [(1,0) + By N [(0,1) + Ra] = {(1,1)}, esto
es, f(1,1) = (1,1). Con esto tenemos que f({(1,1))) = ((1,1)), por lo que

f2(2) = fy(2),Vz € R.
Sean ahora, (z,y) € R? y a € R. Usando que f lleva subespacios de
dimension 1 sobre subespacios de dimensién 1, obtenemos que

flalz, ) || f(z,y)

Con lo cual llegamos a que

fz(ax)fx(y) = fx(ay)fa:(x)7 Va,z,y € R

Haciendo y = 1, tenemos que Vz,a € R : fy(azx) = fo(a) fz(x).

Tenemos entonces que f, preserva el producto. Si f, preservara la suma,
tendriamos que es un isomorfismo de cuerpos.

Lema 2. Sean V un K - espacio vectorial de dimension 2y f:V — V una
biyeccion que lleva rectas sobre rectas y fija el origen. Si x,y € V son tales
que {x,y} es Li. entonces f(x+y) = f(z) + f(y).

Demostracion. Basta notar que, si {z,y} es Li. , entonces

{z+y}=(z+{y)N(y+ )

De aqui obtenemos que
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Entonces, para verificar que f, preserva la suma observamos que

fle+y,1) = f((2,1) + (y,0) = fz,1) + f(y,0)

por lo que

(fx(x + y)a fx(l)) = (f:r:(x) + f:c(y)a fx(l) + fx(o))

pues {(z,1),(y,0)} es lLi. y, viendo la primera componente,

fe(r +y) = ful@) + fu(y)

Por ultimo, basta notar que el tinico automorfismo de cuerpos de R es
la identidad por lo que f es la identidad. O

Para demostrar esta ultima afirmacién usaremos un ejercicio del libro de
Fraleigh de Algebra Abstracta

Lema 3. El dnico homomorfismo de cuerpos de R es la identidad (no idénti-
camente cero).

Demostracion. Sea f : R — R un homomorfismo de cuerpos no idéntica-
mente cero. Si # > 0 entonces f(z) = f(y/x)? > 0. Si z > y entonces

f(z) — fly) = f(x —y) > 0 por lo que f(z) > f(y). Con esto tenemos que
f es creciente. También notamos que, como f(1) =1y f preserva la suma,
Vn € Z : f(n) =ny, con eso, Vn,k € Z — {0} : kf(n/k) = f(n) = n por
lo que Vn,k € Z — {0} : f(n/k) = n/k. Entonces, notamos que para todo
r € R se cumple que, formando

my, ={q € Q/ q1 <r}
M, ={gp€Q/ ¢ >r}

tenemos
r = sup(m,)
r = inf(My)
Entonces
fla)=a < f(r), Vg em,
fl@2) =aq2 = f(r), Vg €M,
por lo que
r< f(r)
r> f(r)
De ahi, tenemos que f(r) =r,Vr € R. O
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Para demostrar que la afirmacion del teorema sigue siendo véalida si au-
mentamos la dimensién procedemos a realizar la siguiente

Definicién F.3 (planos). Sea V un K - espacio vectorial. Un plano en V
es un subconjunto de P tal que Dp definido como antes es un subespacio de
dimension 2 y no existe P’ 2 P tal que Dp: tiene dimension 2.

Notamos, como antes, que si P C V es un plano, y a € P entonces se
cumple que P =a+ Dp = {a+x € V/ x € Dp}. Reciprocamente, notamos
que si W es un subespacio de dimensién 2 y a € V entonces a + W es un
plano.

También vemos que, dados  # y € P, Ry, C P (pues x —y € Dp y, por
lo tanto, Dg,, C Dp con lo que Ryy =z + Dg,, C x+ Dp = P).

Proposicién F.3. Sea P un plano. Existen dos rectas R, Ry contenidas en
P que coinciden en un unico punto. Dos rectas con esta propiedad cumplen
que si P’ es un plano que las contiene entonces P’=P.

Demostracion. Tomamos dos vectores x,y € Dp con {z,y} base de Dp y
a € P. Entonces, definimos Ry =a +(z) C Py Ry=a +(y) CPy
notamos que coinciden solo en el punto a por la independencia de = e y.
Sea P’ un plano que contenga a Ry y a Rs entonces x,y € Dps por lo que
DPZDP/yP/:a—I—Dp/:CL—i-Dp:P. ]

Dos rectas como en la proposicién anterior se dird que generan el plano
P. Sea x € P — (R; U Ry), notamos que existe una recta contenida en P
que contiene a x, que pasa por Ry, por Ry y no pasa por R; N Rs. Para eso
tomamos un vector y € Dp — (Dg, U Dg,) (p-€j. « +  con 0 # o € Dp,
y 0 # 8 € Dpg,) entonces la recta x + (y) cumple dicha propiedad. De una
recta con dicha propiedad se dird que enlaza el punto z con el par (Ry, Ra).

También hay que observar que, si R; y Ro son dos rectas que coinciden
en un Unico punto a, entonces existe un tnico plano P que las contiene. Este
plano seria a + (Dpg, @ Dg,).

Proposicion F.4. Sean V un K - espacio vectorial y f : 'V — V una
biyeccion que lleva rectas sobre rectas. Se cumple que f lleva planos sobre
planos.

Demostracion. Sea P un plano de V' y Ry, Ro dos rectas que lo generan.
Demostraremos que f(P) es el plano generado por f(R1) y f(R2). Sea b €
P — (R U Ry). Tomemos una recta R que enlaza b con (R;, R2). Entonces
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la recta f(R) enlaza f(b) con (f(R1), f(R2)) vy, por lo tanto, estd contenida
en el plano generado por f(R;) y f(R2). O

Teorema F.2. Sean V un espacio vectorial de dimension n > 1 (posible-
mente infinita) y f : V. — V una biyeccion que lleva rectas sobre rectas y
que fija el origen. Entonces f es lineal.

Demostracion. Sea W un subespacio de dimensién 2. Entonces f(W) es un
subespacio de dimensién 2 pues f fija el origen y lleva planos en planos.
Tomemos T} : W — R? y Ty : f(W) — R? isomorfismos. Entonces fly =
T{l o(Tyo flw onl) o Ty y, como por el primer teorema T5 o |y onl es
un isomorfismo, f|y es un isomorfismo. Se sigue de ahi que f es lineal. [J
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