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Resumen*

El objetivo de este minicurso es introducir conceptos y resultados clasicos del andlisis complejo
(solo por diversién). Intentaré dar una idea de los argumentos usados en la prueba de cada
resultado para no agregarle més misterio de lo debido a los temas. Como motivacién en fisica, si
alcanza el tiempo, daré una idea de la prueba del siguiente hecho.

El grupo de transformaciones conformes de la esfera es el grupo de Lorentz.
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*Advertencia: Este minicurso es una especie de intensivo de un curso de andlisis complejo. Por esta razoén,
no es un curso completo y tampoco es suficientemente claro. La idea es conseguir un panorama de lo que hay para
luego poder elegir si profundizar o no en temas relacionados. No olviden que pueden escribirme a mi correo si les
interesa aprender o precisar més sobre alguna parte (o pueden preguntdrmelo durante el minicurso).



1. Numeros (no histérico)
Empezando con N = {0,1,2,...}, al buscar solucionar x + m = 0 obtenemos
N——Z={.,-2-1,012,...}.
Luego, al buscar solucionar nx —m = 0,
Z——Q={m/n: m,neZ}.
Después, notamos que existen “huecos”, longitudes que deberian existir pero no estan en Q.

Q —— R = Q completado.

ijemplo: La raiz cuadrada de 2 no existe en Q pero deberia tener sentido. .. Partiendo de
un numero racional a > 0, construimos
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Supongamos que a®? > 2. Entonces, a® < 2.

a V2 a
Vemos que b = # estaria mas cerca a la raiz de 2 y que b= % cumple a < b.
ab 2 b a

Entonces, hemos disminuido el intervalo que deberfa contener a /2 de [d, a] a [b, b]. Hacemos

an + 2/an

an+1 = 9

con ag = a y esperariamos que a,, se aproxime a la raiz de 2. Podemos notar que, si a,, = 2/a,

[&n+1> a'nJrl} - [dna an]

y que a, — G, tiende a cero.

La sucesién de intervalos deberia de atrapar a algiin niimero en el limite: /2.
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Aparece una nociéon importante:
Una sucesién es una sucesion de Cauchy si lo siguiente se cumple.

A partir de algin n la sucesion cae en un intervalo tan pequeno como queramos.

Entonces, R es Q donde aniadimos los “limites” de las sucesiones de Cauchy.



Hemos visto a R aparecer por razones mas geométricas (es decir, visuales), pero también hemos
encontrado en R soluciones de ecuaciones como z? = 2. Sin embargo, hay ecuaciones polinémicas
sin solucién atin. Por ejemplo, 2 + 2 + 1 = 0 no tiene solucién. Agreguemos a R un 6 tal que

0> +60+1=0.

El nuevo conjunto tendra combinaciones de @ con elementos de R asf ag+ a10 + a26? +- - - + a,,0™.
Pero, en realidad 02 = —0 — 1y 6% = 06> = —0> —9 = 1y 6* = 0 y asi... Entonces las
combinaciones en el nuevo conjunto se reducen a

a+bd con O0>+60+1=0.

;Existe (a + b0)~'? Veremos primero si existe 7. Ya que 02 + 6 + 1 = 0 se puede escribir
como

0(-1-6)=1,
la inversa de 6 es § = —1 — #. Vemos que 0 satisface
0> +0+1=0.

v, por lo tanto, la aplicacién F(a -+ bf) = a + bf es un automorfismo, es decir,
F((a+b0)(c+df)) = F(a+bo)F(c+ db).
Ya que

(a +b0)F(a+b0) = (a+ bd)(a + bh)
= (a+b0)(a—b—bb)
=a’+b*—ab
3
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=1w+m2+1m—w2

la inversa de (a + b) seria

F(a + b0)
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No solo podemos resolver 22 4+ x + 1 = 0. Podemos resolver, p.ej., 2 + 1 = 0. Notamos que

(20 4+ 1) =40> + 40 +1=40> + 40 +4 -3 = -3

implica que i = (20 + 1)/+/3 satisface i> + 1 = 0. Al agregar # hemos agregado i. Podemos

repetir todo agregando i que satisface i + 1 = 0 en lugar de 6 que satisface #2 + 6 + 1 = 0.

iObtenemos lo mismo! Pero no lo repetiremos. .. solo notemos que todo elemento se puede

escribir como x 4 yi y que, si usamos que F(20+1) =204+1=2(—-1-6)+1 = —20 — 1, tenemos
F(z+iy) =x — yi.

En realidad podriamos haber empezado con una solucién a de aa® + ba + ¢ = 0 con b? < 4ac y
haber llegado al mismo espacio.

R—— C=R[a] =R[f] =R[{] ={z +yi:z,y € R}



2. Interpretacion geométrica

2.1. Espacio vectorial

El conjunto
C={z+vyi:z,yeR}
es un espacio vectorial sobre R, es decir, podemos sumar elementos de C y multiplicarlos por
escalares de R. ;Cuadl es su dimensién? Para ello, notemos que

r+yi=a+bisr=aey=>

puesto que z + yi = a + bi implicarfa (z — a) = (b — y)i con lo que (z — a)? = —(b — y).
Entonces, realmente 1 e ¢ forman una base de C y podemos identificar C ~ R? haciendo

x4+ yi — (x,y).

Pensamos, entonces, en C como un plano.

2.2. Estructura euclidiana

Para la aplicacién F(x 4 yi) = x — yi se suele usar la notaciéon x + yi = x — yi y se le suele
llamar conjugacion compleja. Recordemos que esta aplicacion es un automorfismo, es decir,

ZW = ZW.

En realidad, la conjugacién compleja z — Z es el tnico automorfismo de C que fija R. Esta,
entonces, intimamente relacionada con C y R. Esta aplicacion nos da una nocién de tamano

2| = V22
que en coordenadas se ve como |z + yi| = /22 + 2, y una nocién de distancia
d(z,w) = |z — w|.
Usando que la conjugacion compleja es un automorfismo, tenemos que
j2w] = 2]l
Por lo tanto, para A\ € C, la aplicaciéon My (z) = Az satisface
d(My(2), Mx(w)) = |Mx(z) — Ma(w)| = [Mz —w)| = |A||z —w| = [Ad(z, w).
Es decir,
M, rescala las distancias por ||

Es més, la norma |- | proviene de un producto escalar (z + yi,a+ bi) = xa + yb que, de manera
equivalente, se puede escribir como

(z,w) = Parte real de zZw

y podemos ver, directamente, que (M) (z), Mx(w)) = |A[(z, w), es decir, M) preserva los dngulos:

(M (2), Mx(w)) _ (z,w)
| Mx(2)[[Ma(w)] |2]Jw]”

En particular, si [\[ = 1, M) es una rotacién y, en general, si A # 0, My = My o My ),|, esto es,

M) es una rotacion seguida de un cambio de escala.
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Fig. 1: Si no tuvieran el mismo tamano, la suma tendria angulos diferente a 45° con ambos.

Fig. 2: Las dos posibilidades para la imagen de 4, sabiendo la imagen de 1.

~

/En realidad, toda transformacién R-lineal de C en C que preserva angulos y que se puede
conectar continuamente a la aplicacién identidad 1 es de la forma M), para algiin A # 0.

Primero notemos que, si 7 conecta A con 1 en C sin pasar por el 0, entonces M) se ve
conectada con 1. Més precisamente, si 7 : [0,1] — C\ {0} es una aplicacién continua tal que
7(0) = Ay (1) = 1 entonces la funcién I'(t) = M, es una aplicacién continua tal que
ro)=M,yI'(1)=1.

Por otro lado, supongamos que T : C — C es una aplicacién lineal que preserva angulos.
Notamos que para preservar dngulos T' necesariamente es una biyeccién. Veamos qué hace
Talyai SiT envial a cierto a € C (no nulo) entonces T' tendria que ser ortogonal
a « y tendria que tener el mismo tamano que « (ver Fig. 1). Entonces T'i solo tendria dos
opciones (ver Fig. 2). La segunda opcién no puede ser conectada con la identidad 1 (pues
invierte orientacién o, equivalentemente, su determinante es negativo). jSolo puede ser la

kprimera! Lo que implica que la primera es igual a M,,. )

3. Forma matricial

M) es una aplicacién R-lineal y la podemos escribir como una matriz en la base {1,i}. Si
A = a + fi, notamos que My(1) = a + fi y M)(i) = —f + «i con lo que

. , a p T
M)\ (x + yi) estd representado por .
-8 « Y
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Usando notaciones mas usuales, podemos decir que
a f cos(f sen (6
_ e[ @ sen®)
-6 « —sen(f) cos(0)

donde @ es el angulo que hace A con 1. Ahi vemos la parte rotacién y la parte cambio de escala.

4. Derivada

4.1. Derivacion real

Recordemos la nocién de derivada usual. Consideremos f : R> — R? y fijemos p € R%. La
derivada de f en p serfa una aplicacién R-lineal df), : R? — R? tal que

df, = Mejor aproximacion lineal de f en p.
La idea es tener f(p+ h) ~ f(p) + dfp(f_i) 0, mas concretamente, si definimos r : R> — R? por

fp+h) = f(p) + dfp(h) + r(h)

quisiéramos que 7(h)/||h|| = 0 cuando Zi — 0 (se suele escribir también r(h) = o(h)). En coorde-
nadas, obtendriamos, si f = (fz, fy) y b = (ha, hy)

. Y)Y
dfp(h) = i <Zﬂ”>

0 o
Lw) Fw v

4.2. Derivaciéon compleja

Ahora, pensando R? como C, tendrfamos otra nocién de derivada: Exigimos que d fp:C—=C
no solo sea una aplicacion R-lineal pero también C-lineal. Es decir, queremos que

dfp(az) = adfpy(z)

para o € C y no solo a € R. Pero ello querrfa decir que df,(z) = df,(z1) = 2df,(1), esto es,
dfp = Mqy,(1) (multiplicar por dfy(1)). La derivada serfa ahora el niimero complejo

F'@) = ) = im TOE 2T

o, lo que es lo mismo, f(p+ h) = f(p) + f'(p)h + o(h).

Definicién 1 (Funcién holomorfa). Dado un abierto U C C, decimos que una funcion f : U — C
es holomorfa si f'(p) existe para todo p € U.

Por ejemplo, para k > 1, f(z) = z* es holomorfa en U = C y f(2) = k21, El caso k = 0
serfa una constante con derivada cero y el caso k < —1 serfa holomorfa en U = C\ {0}.



Fig. 3: Dos rectas y su imagen por la aplicacién z — z*. El angulo entre las rectas es el dngulo
entre sus imagenes.

4.3. Ecuaciones de Cauchy-Riemann
Si escribimos f'(p) = « + (i entonces tendriamos
C €T 8 €T
) Hwm ( a B )
P P -
Lw) m -8 a

. . . . Ofx 0 0 Ofz
por lo que f’(p) existe si y solo si df), existe, aj; (p) = aiyy(p) y %(p) = —a—J;(p).

4.4. Aplicaciones conformes

Consideremos una funcién holomorfa f : & — Ry p € Q tal que f'(p) # 0. Entonces, si
1,72 ¢ [—1,1] — € son dos curvas derivables con 71(0) = «v(0) y cuya derivada en t = 0 no se
anula, y si definimos 71 = f o~ y 2 = f 079 tenemos

(71(0),32(0)) _ (71(0),72(0))

FO)F0)] MO0
es decir, el angulo entre 47 y 42 es el mismo que el dngulo entre v y v2 en ¢t = 0. Esto es debido

a que, por la regla de la cadena 31(0) = f'(p)41(0) y 32(0) = f'(p)32(0).
Podemos ver un ejemplo en Fig. 3.

5. Integracion compleja

5.1. Integral a lo largo de caminos

Dada una funcién f: C — C y un camino = : [0, 1] — C podemos definir

/ f(z)dz = h'mz f(zi) Az,
v i=1
donde para hacer la suma hemos considerado 0 =ty < ... < t,, = 1 y hemos definido z; = y(¢;) y

Az = 2z; — zi-1, y el limite es cuando méx;e(y, . ny(ti —ti—1) — 0 (ver Fig. 4). Existe una férmula
mas directa, usando una integral en [0, 1],

1
/ f(2)dz = /0 FO @)Y (1)t
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Fig. 4: Ejemplo de un camino y una descomposicion.

Notemos que si y(t) = t entonces fv f(z)dz = fol f(t)dt y regresamos al caso de R.
Consideremos una curva cerrada =, esto es, 7(0) = v(1). Entonces, si k& > 0,

Zk+1
/zkdz:/d< >:0
il Y k+1

Esto también funciona si k& < —2 pero no para k = —1 pues no sabemos qué es log(z).

5.2. Teorema de Cauchy-Goursat

Algo interesante sucede para las funciones holomorfas. Notemos que las ecuaciones de Cauchy-
Riemann nos dicen que f es holomorfa si y solo si

Vxf=Vx(if) =0,
donde Vx (F,G) = %—g — %—Z. Supongamos que 7 encierra una regién R (como en Fig. 5). Entonces,

usando el teorema de Stokes y denotando por R la parte real y por & la parte imaginaria, tenemos
que para f holomorfa en un abierto que contenga R,

%Lf(z)dz:A<M,dz>:/R(fo)dS:O

~

Fig. 5: Curva v y la regiéon R a la que encierra.
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Ello sugiere el siguiente resultado.

Teorema 1 (Teorema de Cauchy-Goursat). Si f : U — C es holomorfa y v es una curva cerrada
en U deformable a un punto en U, entonces

Lf@ﬁzza

Esto no se cumple en general si y no es deformable a un punto en U. Por ejemplo, si U = C\{0},
f(z) =1/2 y v(t) = cos(2mt) + isen(2mt) = e*™ entonces

1
/f(z)dz = / e~ 2mit (27m'62”tdt) =27 # 0.
o 0

5.3. Ligera generalizaciéon

Supongamos que sabemos que f : U — C es continua en U pero holomorfa en U \ {p}. En
este caso aun tenemos f7 f(2)dz =0 si vy es deformable a un punto en U.

~

KPara ver que esto es cierto, podemos cambiar v por una curva que haga que p ya no esté en la
regién R encerrada por v como en Fig. 6 (es decir, sea deformable en €2 sin pasar por p). La
integral a lo largo de la nueva curva serd cero y se aproxima a la integral de la curva original
~v. Mas precisamente, las integrales a lo largo de los segmentos en direcciones opuestas se
cancelaran y la integral a lo largo de la pequena circunferencia sera muy pequeno pues la

kcircunferencia es pequena y f estd acotado. )

Usando la misma idea también vemos que si f : U\ {p} — C es holomorfa en U\ {p} y acotada
cerca a p entonces ain tenemos f7 f(2)dz = 0 si v es deformable a un punto en U.

Funciones analiticas

Regresemos al caso de R para empezar. Una funcién f : R — R se dice analitica si, para cada
p € R, la funcién f se puede escribir como

@)= ax(a - p)t
k=0

Fig. 6:



para x cerca a p (es decir, |x — p| < e para algin ¢ > 0). Esto implica, en particular, que f es
una funcién infinitamente derivable en R. Vemos, por ejemplo, que

flp+h)=ap+arh+ Zakhk =ag+ arh + h? Zak+2hk =ag +arh + O(h?)
k=2 k=0

y, més generalmente, f(*)(p) = klay. No es cierto, sin embargo, que toda funcién infinitamente
derivable es analitica. El ejemplo clsico es f(x) = e~/ z? que satisface f*)(0) = 0 para todo k
por lo que f no es expresable como f(z) = > 7, axz® (de lo contrario ar = 0y f serfa cero).
Podemos considerar la misma nocién en C. Una funcién f : U — C se dice C-analitica (o
también se le dice solo analitica) si para cada p € R, la funcién f se puede escribir como

f(2) =) ar(z—p)"
k=0

para z cerca a p (es decir, |z—p| < € para algiun £ > 0, pero en este caso |-| es la norma en C por lo
que el conjunto de dichos z es un disco). Nuevamente, toda funcién C-analitica es holomorfa
pero ahora, gracias al teorema de Cauchy-Goursat (Teorema 1), veremos més adelante que toda
funcién holomorfa es C-analitica.

5.4. Foérmula integral de Cauchy

Primero notemos lo siguiente. Consideremos U = {z € C: |z| < 2} y una funcién f: U — C
holomorfa. Tomemos la curva v : [0,1] — U definida por v(t) = €?™ y, para z fijo tal que |z| < 1,
consideremos la funcién f, dada por

flw) = f(2)

w—z

fo(w) =

que estd definida como la derivada de f en w = z. Sabemos que f, es holomorfa en U\ {z} y que

es continua en U. Entonces f7 f2(w)dw = 0y, como N @31_0,2 = 271,
1
1) = 5 [ 2w,
2 )y w—z

5.5. Holomorfa implica analitica

Recordemos que

1 =
1—1‘22%
k=0

si |x| < 1. Entonces, si lw| =1y |z| < 1 tenemos

1 1/ 1 _1§:z’f
w—z w\l—2) w wk’

Notando que

f(w) S .- f(w)
/vwiuzdw:/vkzo@f(w)dw:kzozk/w]:j:ldw



Fig. 7: Idea de la prueba.

podemos concluir que

cuando |z| < 1.
Teorema 2. Toda funcion holomorfa en un abierto de C es C-analitica.

Esto implica que una funcién holomorfa es infinitamente diferenciable (ya que su derivada
siempre es holomorfa). En particular, si f es holomorfa en Q \ {p} y continua en 2, podemos
decir que f es holomorfa en 2 ya que, en un pequeno disco centrado en p, la funcién f tiene una
primitiva holomorfa,

f=Fdonde F(z) = /Z f(z)dz.
p

Es més, si f es holomorfa en Q\ {p} y acotada cerca a p, entonces F(z) = f; f(2)dz es
continua en un pequeno disco centrado en p y holomorfa en dicho disco menos p por lo que f es
en realidad holomorfa. Este punto p es conocido como singularidad evitable.

6. Ceros de una funcion holomorfa

Decimos que un abierto U es conexo si todo par de puntos zg y z; pueden ser conectados por
una curva continua 7y : [0,1] — U (es decir, v(0) = zp y (1) = 21).

El que una funcién holomorfa sea C-analitica tiene muchas ventajas. En particular, si U es
un abierto conexo y f: U — C es una funcién holomorfa no nula, entonces el conjunto

Cr={z€U: f(z) =0}

no tiene puntos de acumulacién en U. Es decir, si {z;}ren es una sucesion de elementos de C'y
zp converge, entonces, o bien z; es constante a partir de algin k, o bien su limite cae fuera de U.
La idea es la siguiente (ver Fig. 7).

Si p € Cf es tal que existe una sucesion {zj}ren de elementos de C diferentes de p entonces
la funcién f tendria que ser idénticamente cero cerca de p. Si no fuera asi entonces, debido a la
analiticidad de f,

f2) =Y ar(z=p)* = > ar(z—p)",
k=0

k=N

10



Fig. 8: Proyeccién estereografica N.

donde N es el primer k tal que a; # 0 (existe porque f no es cero cerca de p). Con esto,

o0

f@) ==V Y alz=p)"N =z —p)Ve(z)

k=N

con ¢ continua cerca a p y ¢(p) = ay # 0. Entonces, como (z — p)" solo es cero en p y ¢(z)
estd cerca a ¢(p) cuando z estd cerca a p, la sucesion {zj }ren no podria existir. Para que exista,
necesitamos que f(z) = 0 para |z — p| < £ (para algin € > 0 fijo).

Ahora, podriamos notar que esta propiedad se propaga por las curvas. Es decir, tomemos un
z € U y conectemos p con z mediante 7 : [0,1] — U continua (tal que v(0) = py (1) = 2) y
analicemos f, = f o~. Sabemos que f,(t) = 0 para ¢ cerca a 0 (ya que 7(t) estarfa cerca a p).
Veamos hasta qué punto llega. Supongamos que llega hasta t,, es decir,

fy(t) =0 para t € [0,t,]

pero t. es el maximo con esa propiedad. En ese caso, podriamos repetir el argumento usando
v(t«) en lugar de p (puesto que 7(t,) seria limite de ciertos (t) diferentes de y(t.) con t < t,).
Ello nos dirfa que f,(t) = 0 para t cerca a t, por lo que t, no podria ser el méximo. ..ja menos
que t, = 1 en cuyo caso tendriamos f(z) = 0!

7. Esfera de Riemann

Denotaremos por S? a la esfera en R3 = C x R de centro el origen y de radio 1, es decir,
S? ={(z,h) eCxR: |z +n*=1}.
Este conjunto (menos el norte) esta identificado con C usando N : S%\ {(0c,1)} — C dada por

(22, -1+ |2|?)
1+ 2)?

z

N(Z,h)zl_h

de inversa N 7!(2) =

9

descrita en Fig. 8. Esta aplicacién preserva angulos. Esto quiere decir lo siguiente. Consideremos
dos curvas derivables 1,72 : [-1,1] = S\ {(0Oc, 1)} con 741(0) = ¥2(0) y de derivada en t = 0 no
nula. Usemos la notacién 43 = N o1 y 42 = N o 72. Entonces

(31(0),42(0))rs  (31(0),92(0))c

151 O) 1520 [31(0)||32(0)]

11



Podemos considerar otra identificacién S : 52 \ {(0c,—1)} — C
Z

S(z,h) = T

que ahora evita el sur. Notamos que S también preserva angulos. El cambio de identificacién
SoN~1:C\ {0} — C\ {0} estd dado por

SoN () =1

o
La esfera S? serfa esencialmente C y cuando queramos entender lo que sucede cerca al norte (cerca
al “infinito” de C) usaremos z — 1/z para llevar el infinito a cero.

7.1. Funciones meromorfas en la esfera

Una funcién continua f : S? — 52 se dice holomorfa (o funcién meromorfa en S?) si para
cada p € S? se cumple lo siguiente.

» Sip#(0c,1)y f(p) # (Oc,1) entonces N o f o N1 es holomorfa en N (p).
» Sip+#(0c,1)y f(p) = (0c,1) entonces S o f o N1 es holomorfa en N (p).
= Sip=(0c,1)y f(p) # (Oc,1) entonces N o f o S~! es holomorfa en S(p).
» Sip=(0c,1)y f(p) = (0c,1) entonces So f oS! es holomorfa en S(p).

Podemos hacer todo directamente en C. Antes notemos que f~'(0Oc,1) no tiene puntos de
acumulacién (por la misma idea de la seccién 6). Entonces, f~!(0c,1) es un conjunto finito
(porque los conjuntos infinitos en S? tienen puntos de acumulacion).

Si las pensamos en C, las funciones holomorfas de S? en S? serfan realmente funciones holo-
morfas f: C\ {p1,...,pm} — C tales que

lim f(z) =oco paratodo k 'y  lim f(z) existe o es infinito.

Z—PL Z—00
En los puntos {p1,...,pm,o0} pedimos solo la continuidad ya que dichas singularidades serfan
evitables eligiendo las coordenadas apropiadas.

Supongamos que f no es idénticamente nula. Entonces, el conjunto de ceros de f seria finito
y los denotamos por q1, ..., ge. Entonces, para cierto entero positivo uj y para algin ¢ tal que
ok (qx) # 0, tenemos

f(z) = (2 — q)"* ¢K(z) para z cercano a .

Por otro lado, para algin entero positivo vy y para algin ¢y, tal que ¥ (pr) # 0,

f(z) = (z — px) " 9i(z) para z cercano a pg.

En conclusién, la funcién
s [Tii (= — pi)™
f(z) = f(2) 5=t
Hk:1 (2 — qr)H

es holomorfa en C, no tiene ceros y lim,_,, f(z) existe o es infinito. En caso lim,_, f(z) exista
(sea finito), la funcién es acotada; en caso lim,_,~ f(2) sea infinito, la funcién 1/f(2) es acotada.
Pero, ;qué sucede con las funciones holomorfas en C y acotadas?
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KTomemos una funcién holomorfa g : C — C acotada. Fijemos z € C y tomemos una circun-

ferencia v de centro z y radio R. Derivando ¢(z) = 2}” - fy (w; dw en z tenemos que

J(z) = 1,/(g(w)2dw.

27 w— z)

Entonces, si M es una cota de g (es decir, |g(z)| < M para todo z € C),

125
o2 Y

Haciendo R — oo, vemos que ¢'(z) = 0 y esto ocurre para todo z por lo que g es constante.

1 M M
— longitud —.
ongitud(vy) < I

- J

Entonces f es constante por lo que f es un cociente de polinomios. Las funciones holomorfas
f: 8% — S? serfan, entonces cocientes de polinomios

8. Grupo de Mobius y grupo de Lorentz

8.1. Grupo de Mobius

Entre las funciones holomorfas f : 2 — S2, ;cudles son biyectivas? Estas serfan las transfor-
maciones conformes de la esfera, también llamadas transformaciones de Mobius.

Factorizando términos, asumimos que P y @ no tienen ceros (raices) en comun. Para que f
sea biyectiva, necesitamos que P tenga a lo més un cero (de lo contrario P/Q tomaria dos veces
el valor 0) y necesitamos que ) también tenga a lo mds un cero (de lo contrario P/@Q tomaria
dos veces el valor co). Entonces,

az+b
1(z) = cz+d
para algunos a, b, c,d € C. Para que f sea realmente una biyeccién, necesitamos que az + b no sea
proporcional a ¢z + d, es decir, ad — bc # 0. Tenemos, entonces una matriz invertible

a b
-(0 1)
que determina f. En realidad, A determina la misma aplicacién que AA para cualquier A # 0.

Podemos suponer, entonces, la normalizacién det A = 1. Aun ahi tendriamos la libertad de
multiplicar por —1. Tendriamos entonces que

Grupo de Mébius = SLy(C)/{1, —1},

donde SLy(C) es el grupo de matrices 2 x 2 de determinante uno.

8.2. Grupo de Lorentz

El grupo de Lorentz es el grupo de simetrias del espacio-tiempo plano que fijan el origen.
Vamos a definir el espacio-tiempo usando las matrices de Pauli. Seria el espacio A de matrices

13



2 x 2 autoadjuntas (hermitianas) que podriamos parametrizar por

R:t1+xgx+y0'y+zo-zz( t+z x—1y>.

r+iy t—=z
La estructura de espacio tiempo estaria dada por el determinante
det R =12 — 2% —y? — 22
y las transformaciones de Lorentz serian las aplicaciones lineales A : A — A tal que
det(A(R)) = det R.

Nos interesamos por aquellas que preservan la orientacion del tiempo y del espacio, que for-
marfan el grupo denotado por SO (1,3). Para entenderlas, notamos que, para toda matriz A de
determinante uno, la aplicacién A4 : A — A dada por

AA(R) = ARAT

es una transformacién de Lorentz (notemos que A4 estd bien definida de A en A). Busquemos
entender la aplicaciéon @ : SLy(C) — SOT(1,3) dada ®(A) = A 4.

= ;Cudl es la imagen de &7
» ;Qué matrices A satisfacen ®(A) = 14447

Empecemos por la segunda pregunta.

KNﬁcleo de O. )
Primero, si buscamos las matrices que fijan 1 € A, es decir, A4(1) = 1, obtenemos

AAt =1,

es decir, A € SU3(C) = {A € SLy(C) : AAT = 1}. Ya que 1 es la matriz con coordenada
temporal 1 y coordenadas espaciales 0, las matrices que fijan 1 son las que fijan el tiempo
(rotaciones del espacio). El grupo SUs(C) actiia, entonces, como el grupo rotaciones. Si
As(R) = R para todo R € A, en particular, A4(1) = 1 por lo que AT = A~!. Entonces,
ARA~! = R para todo R € A o, equivalentemente,

AR = RA para todo R € A.

Ello implica que A es al para algin o € C. Como det A = 1, obtenemos que o? = 1.
Entonces,

D(A) = 1454 siysolosi A==+1.

- J

Sobre la primera pregunta, podemos ver que SOT(1,3) = imagen de ®. Para probarlo basta
entender lo que pasa cerca a la matriz identidad. Méas precisamente, basta demostrar que, al
movernos en todas las posibles direcciones cerca a la identidad, la imagen por ® se mueve en
todas las direcciones posibles, es decir,

d®4 - X recorre todas las posibles direcciones al variar X.
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. Cuadles son las direcciones en las que nos podemos mover en SLy(C)? Si vy : [—1,1] — SLy(C) es
una trayectoria tal que v(0) = 1 entonces

vVt € [—1,1],det(y(¢)) =1
lo que implica, derivando en t = 0, que
Tr(7(0)) = 0.

Reciprocamente, cada X tal que Tr(X) = 0 es la derivada de una trayectoria (p.ej. de la trayec-
toria t — e'X). Denotamos por sl3(C) al espacio de posibles direcciones, es decir,

5l2(C) = {X matriz compleja 2 x 2 : Tr(X) = 0}.

Ahora, calculemos la derivada de @ en alguna de dichas direcciones. Es decir,

calculemos lim P+ 1hX) - (I)(l).
h—0 h

Para ello, calculamos
(1+hX)R(1+hX)' = R=(1+hX)R1+hX") = R=h(XR+ RX") + R2XRX'

y definimos Tx como la aplicacién lineal de A en A tal que Tx(R) = XR + RX'. Dividiendo
entre h y haciendo h — 0, obtenemos
o(1+nrX)—P(1)

i =Ty.
hli% h X

La pregunta es, entonces, si Tx toma todos las direcciones posibles al variar X € sly(C). En
otras palabras, nos preguntamos si la aplicacién lineal T : sl3(C) — so(1,3) es sobreyectiva,
donde s0(1,3) denota el conjunto de posibles direcciones en SOT(1,3). ;Cémo vemos que T es
sobreyectiva sin realmente construir una preimagen de cada elemento de so(1, 3)7 El que el nicleo
de ® contenga solo dos elementos nos dice que T es inyectiva (si no lo fuera, habria una direccién
en la que ® podria no variar). Luego, para aplicaciones lineales inyectivas, el ser sobreyectiva es
lo mismo que el que los dos espacios (dominio y codominio de T") tengan la misma dimensién.

Para sl3(C) vemos que un elemento esté determinado por la eleccién de 3 niimeros complejos
0, lo que es lo mismo, 6 nimeros reales,

dim sl5(C) = 6.

Para calcular la dimensién de so0(1,3) solo diremos que es la misma que la de SO™(1,3) y
que hay 3 rotaciones independientes y 3 direcciones independientes para un boost, lo que
hace que

dimso(1,3) = 6.

- J

Entonces, la aplicacién ® es sobreyectiva con niicleo {1, —1}, por lo que

SO™(3,1) = SL»(C)/{-1,1}
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Fig. 9: Analogo en dimensién 2 + 1.

8.3. Cono de luz

Si consideramos un espacio-tiempo de Minkowski de dimensiéon 4 de manera maés abstracta,
también podemos obtener la relacién entre el grupo de Maobius y SOT(1,3). Sea (V,(-,-)) un
espacio-tiempo de Minkowski de dimensién 4, es decir, (-,-) es una forma bilineal en V tal que
existe una base {eg, €1, €2, e3} con

(teg + ey + yey + zes, teg + zey + yey + zez) = t2 — z — % — 22

Las transformaciones de Lorentz serian las aplicaciones lineales A : V' — V que cumplen
(Av, Av) = (v,v) para todo v € V.

El cono de luz es el conjunto C' = {v € V : (v,v)}, es decir, el conjunto de posibles momentos de
los rayos de luz. Para cada v € C'\ {0} consideremos [v] = {A\v : A € R}. Entonces, el espacio de
posibles direcciones de la luz es

C=A{[v]:veC\{0}}.

Lo que sucede es lo siguiente.
» Una transformacién de Lorentz A genera la biyeccién de C dada por [v] — [Av].

» Para cualquier sistema de coordenadas (dado por una base ortonormal de V') el conjunto C es
identificado con la esfera {(x,y,2) € R3 : 22 +y? + 22} mediante la aplicacién [(t, x,y, 2)] —
2(z,y,2) que tiene inversa (z,y,z) — [(1,2,y, 2)] (ver Fig. 9).

= Cada una de las identificaciones de C con la esfera {(x,y,z) € R3: 22 + y* + 22} lo dota de
una estructura de “espacio conforme”.

= Las biyecciones de C generadas por las transformaciones de Lorentz son transformaciones
conformes de C y, es mas, esta es una correspondencia biyectiva entre transformaciones de
Lorentz y transformaciones conformes.
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