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Feuille 6. Diviseurs et Riemann-Roch

S sera une surface de Riemann connexe et compacte et D ∈ Div(S).

Exercice 1. Montrer que si deg(D) = 2g − 2 alors ℓ(D) = g ou ℓ(D) = g − 1.

Exercice 2. Montrer que ℓ(D) > 0 si et seulement s’il existe D̃ ∼ D tel que D̃ ≥ 0.

Exercice 3. Supposons que E ∈ Div(S) satisfait ℓ(D−E) > 0. Montrer qu’il existe D̃ ∈ Div(S)
tel que D̃ ∼ D et D̃ ≥ E.

Exercice 4. Montrer que si deg(D) ≤ g − 1 et ℓ(D) > 0 alors ℓ(K −D) > 0.

Exercice 5. Soit p ∈ S. Montrer que dim(L(D)/L(D − [p])) = 0 ou 1.

Exercice 6. Supposons que ℓ(D) = n > 0.

1. Soit U ⊂ S un ouvert non vide. Montrer qu’il existe n − 1 points p1, . . . , pn−1 ∈ U deux à
deux distincts tels que, pour tout k ∈ {0, . . . , n− 1}, on ait ℓ(D −

∑k
i=1[pi]) = n− k.

Par l’item précédent, pour tout ouvert U on peut trouver n− 1 points p1, . . . , pn−1 ∈ U tels que
ℓ(D−

∑k
i=1[pi]) = n− k pour tout k ∈ {0, . . . , n− 1}. On va supposer que D ≥ [p1] + · · ·+ [pn−1]

ce qui est toujours possible (pourquoi ?) en prenant un D linéairement équivalent.

2. Montrer qu’il existe f1, . . . , fn−1 ∈ L(D) telles que ordpi(fi) = −Dpi et ordpj (fi) > −Dpj

si j < i. En déduire que {f1, . . . , fn−1, 1} est une base de L(D) et que pour tout f ∈ L(D)
on a que soit f est une constante, soit ordpi(f) = −Dpi pour un certain i ∈ {1, . . . , n− 1}.

3. Prenons A,B ∈ Div(S). Montrer que si A,B ≥ 0 alors ℓ(A+B) ≥ ℓ(A) + ℓ(B)− 1.

4. Montrer que si ℓ(D) > 0 et ℓ(K −D) > 0 alors

2(ℓ(D)− 1) ≤ deg(D).

Exercice 7. Montrer que si deg(D) ≥ 2g alors L(D − [p]) ⊊ L(D) pour tout p ∈ S.

Exercice 8. Supposons que ℓ(D) > 0. Montrer qu’il existe D̃ ∈ Div(S) tel que L(D̃) = L(D)
mais L(D̃ − [p]) ⊊ L(D̃) pour tout p ∈ S.

Exercice 9. Supposons que ℓ(D) = n > 1. Prenons une base {f1, . . . , fn} de L(D) et considérons
l’ensemble T = {p ∈ S : p est un pôle ou un zéro d’au moins l’un des fi}. Définissons l’applica-
tion ϕD : S \ T → CPn−1 par ϕD(p) = [f1(p), . . . , fn(p)].

1. Montrer que ϕD s’étend à une application holomorphe sur S.

2. Est-il possible de donner une description de ϕD en utilisant des fibrés en droites ? Quelles
conditions devrait D satisfaire ?

3. Supposons que deg(D) ≥ 2g + 1. Montrer que ϕD est une immersion injective.

4. Si S = CP 1, décrire ϕD explicitement pour D = k[∞] avec k ≥ 1. Dans ce cas, on obtient
une inclusion CP 1 ↪−→ CP k. Quel est le degré de la courbe projective ϕD(CP 1) ?

5. Supposons que deg(D) ≥ 2g+1 ce qui nous garantit que ϕD(S) est une surface de Riemann
biholomorphe à S. Quel est le degré de la courbe projective ϕD(S) ?

6. Donner une description plus intrinsèque de ϕD comme une application S → P(L(D)∗) où
P(L(D)∗) est l’espace de droites complexe de l’espace dual de L(D).


