
Sorbonne Université Master Mathématiques et applications - M2
UE 5MF41 Surfaces de Riemann Année 2023–24

Feuille 1. Rappels et exemples

Exercices de rappel

Les surfaces de Riemann M et N considérées sont connexes.

Exercice 1 (Singularité effaçable). Soient p ∈M et f : M \ {p} → N une fonction holomorphe.
Supposons qu’il existe un voisinage ouvert U ⊂ M de p tel que f(U \ {p}) soit contenu dans un
ouvert V ⊂ N biholomorphe à un disque. Montrer qu’il existe une unique application holomorphe
f̃ : M → N telle que f̃ |M\{p} = f .

Exercice 2 (Principe des zéros isolés). Soient f, g : M → N deux applications holomorphes.
Montrer que si l’ensemble {p ∈M : f(p) = g(p)} admet un point d’accumulation alors f = g.

Exercice 3 (Application ouverte). Soit f : M → N holomorphe. Montrer que soit f est
constante, soit f est ouverte.

Exercice 4. Soit f : M → N holomorphe et supposons que M est compacte. Montrer que
soit f est constante, soit f est surjective (et N est compacte). En déduire qu’il n’existe pas de
fonctions f : M → C holomorphes non-constantes si M est compacte et, alors, pas de plongement
holomorphe des surfaces compactes dans Cn.

Exercice 5. Justifier (et mieux énoncer) l’assertion suivante. Les fonctions méromorphes sur
M sont identifiés aux applications sur M à valeurs dans CP 1 qui ne sont pas identiquement
l’infini. Est-ce que ça aurait un sens d’identifier un quotient de fonctions holomorphes avec une
application à valeurs dans CP 1 si on est en dimension > 1 ?

Deux exemples standards

Exercice 6. Considérons la sphère S2 = {(z, h) ∈ C× R : zz̄ + h2 = 1}.
1. Trouver (par un dessin) la formule de la projection stéréographique N et montrer que sa

réciproque N−1 est donnée par

N−1(z) =
1

1 + zz̄
(2z,−1 + zz̄)



2. Montrer qu’il existe une unique structure de surface de Riemann (atlas maximal) sur S2

telle que l’application N−1 soit holomorphe. Est-ce qu’un homéomorphisme S2 \ {p0} → C
quelconque définit une unique structure de surface de Riemann ?

3. Montrer queN préserve les angles (S2 munie de la métrique Riemannienne héritée de C×R).

Exercice 7. Soit Γ ⊂ C un sous-groupe discret.

1. Montrer que Γ est isomorphe soit à {0}, soit à Z, soit à Z2.

2. Montrer qu’il existe une unique structure de surface de Riemann sur C/Γ telle que l’appli-
cation projection C→ C/Γ soit holomorphe.

3. Soit 0 < r < R et prenons le tore

Tr,R = {(x, y, z) ∈ R3 : (
√
x2 + y2 −R)2 + z2 = r2}.

Trouver un sous-groupe discret Γ tel qu’il existe une application entre Tr,R et C/Γ qui
préserve les angles (Tr,R muni de la métrique Riemannienne héritée de R3).

Quadrique

Si M est une variété complexe de dimension m, on dira qu’une partie X ⊂ M est une sous-
variété (complexe) de dimension n si autour de chaque point de X on peut trouver une carte
ϕ : U ⊂M → Cm de M telle que ϕ(X ∩ U) = (Cn × {0}) ∩ ϕ(U).

Exercice 8. Soit Q : C3 → C une forme quadratique non-dégénérée et soit

S = {[z1, z2, z3] ∈ CP 2 : Q(z1, z2, z3) = 0} ⊂ CP 2.

1. Montrer que S est une sous-variété complexe de CP 2 de dimension 1.

2. Montrer que S est biholomorphe à CP 1.

Un autre chemin (plus longue) :

D’habitude, on essayerait de commencer par la forme canonique Q(z, w, α) = z2 + w2 + α2.
Néanmoins, ça n’a pas l’air d’être le chemin le plus direct. Dans ce qui suit, on insiste pour suivre
cette route en espérant “visualiser” ce qui se passe. On choisit α = i et on regarde l’équation

z2 + w2 = 1.

Pour chaque z ∈ C\{−1, 1}, on a deux choix de w =
√

1− z2. Prenons (argumenter son existence)
s1, s2 : C \ [−1, 1]→ C \ [−1, 1] les deux fonctions holomorphes telles que z2 + sj(z)

2 = 1.

Exercice 9. Montrer que s1 et la réciproque de s2.

Exercice 10. Montrer que, pour tout x ∈ [−1, 1],

lim
y↓0

sj(x+ iy) = − lim
y↑0

sj(x+ iy).



Cela nous dit que si on traverse le segment (−1, 1), on doit changer de sj pour préserver la
continuité. C’est-à-dire, S (sans deux points à “l’infini”) devrait être l’union disjointe de deux
copies A1 et A2 de C \ [−1, 1] en identifiant, pour x ∈ [−1, 1] les “points” x + i0+ ∈ A1 avec
x − i0+ ∈ A2 et x − i0+ ∈ A1 avec x + i0+ ∈ A2. Comme ce ne sont pas strictement de points
différents, on va utiliser l’application T : C \ {0} → C donnée par

T (ζ) =
1

2

(
ζ +

1

ζ

)
pour les séparer.

Exercice 11. Dénotons D = {ζ ∈ C : |ζ| < 1}.

1. Montrer que la restriction de T à {|ζ| = R} identifie {|ζ| = R} avec l’ellipse de rayons
1
2(1 + 1/R2) et 1

2 |1− 1/R2| pour R /∈ {0, 1}. Quelle est l’image de {|ζ| = 1} par T ?

2. Montrer que la restriction de T à C \ D identifie C \ D avec C \ [−1, 1].

3. Montrer que la restriction de T à D \ {0} identifie D \ {0} avec C \ [−1, 1].

Notons T1 : C \ D→ A1 et T2 : D \ {0} → A2 des restrictions de l’application T où A1 et A2

sont deux copies de C \ [−1, 1].

Exercice 12. Montrer que, pour tout x ∈ [−1, 1],

lim
y↓0

T−11 (x+ iy) = lim
y↑0

T−12 (x+ iy) et lim
y↑0

T−11 (x+ iy) = lim
y↓0

T−12 (x+ iy).

Alors, cela a vraiment identifié les “parties” de A1 et A2 voulues. Maintenant, rendons l’iso-
morphisme un peu plus concret. En utilisant ce qu’on a obtenu, l’isomorphisme serait

(z, s1(z)) ∈ S 7→ T−11 (s1(z)) et (z, s2(z)) ∈ S 7→ T−12 (s2(z)).

Mais, il est plus simple de travailler avec la réciproque

ζ ∈ C \ D 7→ (s2(T (ζ)), T (ζ)) et ζ ∈ D \ {0} 7→ (s1(T (ζ)), T (ζ))

Par définition, on sait que ξ := sj(T (ζ)) doit être ξ = ±
√

1− T (ζ)2.

Exercice 13. Montrer que ξ = ± i
2(ζ − 1

ζ ).

Comme on n’avait pas vraiment précisé lequel est s1 et s2, on va le choisir de façon que
l’application cherchée soit

ζ 7→
(
i

2

(
ζ − 1

ζ

)
,
1

2

(
ζ +

1

ζ

))
.

Exercice 14. Montrer que la application précédente s’écrit en coordonnées homogènes comme

[α, β] ∈ CP 1 7→ [i(α2 − β2), α2 + β2, 2αβ] ∈ S.


